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1 Einleitung

Ziel dieser Arbeit ist es, zu zeigen wie die Polyeder von linearen Programmen
auf eine zweidimensionale Ebene projiziert und dann anschlielend graphisch
darstellt werden kénnen.

Fiir die Berechnung der Projektionen der linearen Programme wird der
Schatteneckenalgorithmus (3.2) implementiert. Er ist eine Variante des Sim-
plex-Verfahrens (3.1).

Im Unterschied zu linearen Programmen maxclz,z € P, P Polyeder, be-
trachtet der Schatteneckenalgorithmus noch eine weitere Zielfunktion €. Sind ¢
und ¢ linear unabh#ngig, so spannt span(c,c) eine Ebene auf. Auf diese Ebene
projiziert man nun orthogonal das zum linearen Programm gehérende Poly-
eder P.

Ecken von P, die ebenfalls Ecken der Projektion sind, werden Schatten-
ecken genannt. '

Der Schatteneckenalgorithmus arbeitet wie folgt. Angenommen die beiden
Zielfunktionen besitzen optimale Losungen auf P und das lineare Programm
sel nicht degeneriert. Dann startet der Schatteneckenalgorithmus bei einer
Schattenecke, die optimal bzgl. ¢ ist und wandert iiber Schattenecken zur
optimalen Ecke bzgl. c.

Da die Schattenecken die charakteristischen Punkte der Projektionen sind,
mufl man alle Schattenecken berechnen, um die Projektionen darstellen zu
kénnen. Mit Hilfe des Schatteneckenalgorithmus kann man alle Schattenecken,
sprich alle Ecken der Projektion, berechnen.

Trégt man die berechneten Schattenecken nun in ein Koordinatensystem
mit ¢ und € als Koordinatenachsen ein und verbindet diese Punkte nachein-
ander, so erhédlt man eine graphische Darstellung der Pojektion des linearen
Programms.

In Kapitel 2 werden die theoretischen Grundlagen vorgestellt. Es wird er-
kldrt, welche Gestalt ein Polyeder P besitzt und welche interessanten Teilmen-
gen von P existieren.

Anschlieflend befassen wir uns mit dem Bezug von Polyedern zu linearen
Programmen, bevor wir schlielich die Projektion von Polyedern und linearen
Programmen definieren.

In Kapitel 3 wird dann die Funktionsweise des Schatteneckenalgorithmus
ausfiihrlich behandelt, bevor in Kapitel 4 darauf eingegangen wird, wie man die
Projektion der linearen Programme mit Hilfe des Schatteneckenalgorithmus
genau berechnen kann.
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In Kapitel 5 wird anhand eines Beispielproblems die Funktionsweise des Algo-
rithmus veranschaulicht. Hier soll gezeigt werden, inwieweit unterschiedliche
Zielfunktionen Einflufl auf die Projektion nehmen. s

Kapitel 6 beschiftigt sich dann mit der Implementierung des Algorithmus. .
Hier werden die wichtigsten Datenstrukturen und Hilfsprogramme vorgestellt.

Zum Abschlufl der Arbeit werden in Kapitel 7 praktische Probleme ausge-
wertet. Es werden die graphischen Darstellungen der Projektionen der Proble-
me aufgezeigt. Hierbei sieht man, dafl die Struktur der praktischen Probleme
sehr verschieden sein kann.

Es gibt sowohl einfach strukturierte Probelme mit nur wenigen Schatten-
ecken als auch Probleme mit vielen Schattenecken.

Grob kann man die Projektionen in vier Kategorien einteilen, in spitze,
runde, rechteckige und unbeschrénkte Projektionen.

Leider standen mir keine Probleme mit zwei Zielfunktionen zur Verfiigung,
so dafl die zweite Zielfunktion auf verschiedene Weisen konstruiert wurde.
Dabei sieht man, dafl das Aussehen der Projektion in direktem Zusammenhang
mit der Wahl der zweiten Zielfunktion steht.
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2 Grundlagen

In diesem Kapitel werden die zu lésenden Probleme vorgestellt und notwen-
dige Definitionen getroffen. Es dient zur Einfiihrung in die zu behandelnde
Problematik und zur Erlduterung des theoretischen Hintergrunds.

Das Verstidndnis iiber Gleichungs- und Ungleichungssysteme und den R™
wird vorausgesetzt. _

Begonnen wird mit der Einfiihrung des Polyeders. Anschliefend werden
die Seitenflichen von Polyedern, speziell die Ecken, definiert. Danach wird die
Projektion von Polyedern eingefiihrt. Zum Abschlufl des Kapitels werden dann

der Begriff des linearen Programms und der Bezug zu den Polyedern, speziell
den Ecken der Polyeder, erldutert.

2.1 Polyeder

Eine wichtige Teilmenge des R™ sind die Polyeder. Deshalb beschiftigen wir
uns zuerst mit ihnen. Bevor wir den Begriff des Polyeders einfiihren definieren
wir den Halbraum. - '

Definition Halbraum: Eine Teilmenge H C R" heifit Halbraum, falls
es ein @ € R®\{0} und ein o € R gibt, mit

H={zecR"| "z < a}.

Ein Polyeder wird nun definiert durch die folgende Menge.

Definition Polyeder: Eine Teilmenge P C R™ heifit Polyeder, falls es
ein m € N, eine Matrix A € R™*" und einen Vektor b € R™ gibt, mit

P = P(A,b) = {z e R"| Az < b}.

Wie man leicht erkennt, ist ein Polyeder P der Schnitt von endlich vielen
Halbriumen, falls fiir das Polyeder P gilt P # R™.
Die leere Menge und der gesamte R™ sind ebenfalls Polyeder. Wenn das

Polyeder beschrinkt ist, d.h. wenn P C {& € R"| ||z|| < S}, fiir ein S > 0,
gilt, dann nennt man es Polytop.



2 GRUNDLAGEN 6

Ein spezielles Polyeder ist das Gleichheitspolyeder. Es ist definiert durch
P=(A,b) = {o € R"| Az = b, > 0},

mit A € R™*" und b € R™.

Polyeder konnen auch durch Gleichungen und Ungleichungen charakteri-
siet werden, so ist die Losungsmenge von

Az + By = a
Ce+Dy < b
z > 0

mit A, B,C, D, a,b, z,y dimensionsvertraglich, ein Polyeder, denn die Losungs-
menge ist identisch zu der Losungsmenge von

A B a
—-A —-B a —a
¢ D (y) £ b
—I 0 0

Fiir die spéter betrachtete Problematik ist es wichtig zu wissen, wie man Un-
gleichungssysteme in Gleichungssysteme und nicht vorzeichenbeschrankte Va-
riablen in vorzeichenbeschrinkte Variablen transformieren kann.

Erweitert man ein Ungleichungssystem

1. Az < b durch das Einfiigen sogenannter Schlupfvariablen y > 0 zu einem
System der Form

2. Az + Iy = b,y > 0, I Einheitsmatrix, so erhélt man folgende Beziehung

Wenn @ (1.) erfiillt , dann erfiillt (”;) (2.) mit y =b — Aw.

Wenn (5) (2.) erfiillt, dann erfiillt = (1.).

Somit kann man aus jedem Ungleichungssystem ein Gleichungssytem erstellen.
Zu beachten ist hierbei, da§ das Ungleichungssystem und das Gleichungssy-
stem hier zwei verschiedene Polyeder beschreiben.

Nun soll noch gezeigt werden, wie nicht vorzeichenbeschrinkte Variablen
durch vorzeichenbeschrinkte Variablen dargestellt werden kénnen.

Man ersetzt die nicht vorzeichenbeschrinkte Variable 2 durch zwei vor-
zeichenbeschrinkte Variablen z%,2~ > 0 indem man 2 durch & = 2 — 2~
darstellt.
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Mit diesen Beiden Transformationen kann jedes Polyeder P(A,b) in ein Poly-
eder P=(A,b) transformiert werden, wobei das neue Polyeder nicht in demsel-
ben Vektorraum liegt wie das alte.

Eine weitere Darstellungsmoglichkeit fiir Polyeder soll noch angegeben wer-
den.

Definition: Ele a;x; heiflt Konvezkombination, wenn « > 0 und
aT1 =1 gilt. Die Summe nennt man eine konische Kombination, wenn
a > 0 gilt.

Sei A C R™ eine nichtleere Teilmenge. Dann heifit conv(A) konvexe Hiille
von A und cone(A) konische Hiille von A, d.h. die Menge aller Vektoren,
die sich aus einer endlichen Anzahl von Vektoren aus A als konvexe bzw.
konische Kombination darstellen lassen.

Mit den eingefiihrten Definitionen kann man ein Polyeder auch schreiben durch

‘Satz: Eine Teilmenge P C R" ist genau dann ein Polyeder, wenn
endliche Mengen V, E C R™ existieren, mit

P(A,b) = conv(V) + cone(FE).

Die Darstellung des Polyeders durch P(A, b) nennt man auch dufere Beschrei-
bung, wihrend man die Darstellung durch conv(V') +cone(E) innere Beschrei-
bung nennt. :

2.2 Seitenflichen von Polyedern

Nachdem wir die Polyeder eingefiihrt haben, interessieren uns bestimmte Teil-
mengen der Polyeder, die sogenannten Seitenflichen.

Fiir die Definition einer Seitenflche mufl noch erklirt werden, was man
unter einer giiltigen Ungleichung versteht.

Definition giiltige Ungleichung: Sei P = P(A,b) ein Polyeder. Eine
Ungleichung o™ < « heift giiltig beziiglich P, falls P eine Teilmenge des
zugehorigen Halbraums der Ungleichung ist, also P C {z € R"*|a”2 < a}
gilt.

Die Seitenflichen der Polyeder sind nun definiert durch



2 GRUNDLAGEN 8

Definition Seitenflachen: Sei P C R"™ ein Polyeder. Eine Menge
F C P heifit Seitenfliche von P, wenn es eine giiltige Ungleichung
aTz < « beziiglich P gibt mit

F=Pn{zeR"| "z =a}.

Gilt F' = {a}, so nennt man die Seitenfliche eine Ecke. Eine eindimen-
sionale Seitenfliche nennt man eine Kante. Gilt F' = z 4+ cone ({z}), so
nennt man die Seitenfliche Extremalstrahl, bei F' =z + lin ({#}) nennt
man sie Extremallinie.

Eine Seitenfliche F' heifit echt, wenn F # P gilt, und sie heifit nichttrivial,
wenn §§ # F # P gilt. Auflerdem ist jede Seitenfliche eines Polyeders wiederum
ein Polyeder.

Die Anzahl der Seitenflichen eines Polyeders P = P(A,b), mit A € R™*",
b € R™, ist nach oben beschrinkt durch 2™ + 1.

Sind zwei Ecken @ und b des Polyeders durch eine Kante miteinander ver-
bunden, so sagt man entweder ¢ und b sind adjazent zueinander oder man sagt
a und b sind benachbart.

Nicht alle Polyeder miissen Ecken als Seitenflichen haben. Polyeder, die
‘Ecken als Seitenflichen besitzen, werden spitze Polyeder genannt. P=(A,b) ist
z.B. ein spitzes Polyeder.

Ein Polyeder P ist génau dann spitz, wenn auch jede nichtleere Seitenfléche
des Polyeders spitz ist.

2.3 Lineare Programme

Die Probleme, die betrachtet werden, sind Optimierungsprobleme iiber Poly-
edern mit linearer Zielfunktion. Sie werden auch lineare Programme genannt.

Definition lineares Programm: Ein Problem der Form
max ¢’z ‘ (1)
st. Az <b, 4 (2)
¢,z € R", A e R™" becR™,

nennt man lineares Programm.

Wie man sieht, besteht ein lineares Programm aus zwei Teilen. Es besitzt
eine lineare Zielfunktion und eine Menge, iiber der die Zielfunktion optimiert
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werden soll. Diese Menge ist ein Polyeder. Lineare Programme optimieren also
lineare Zielfunktionen iiber Polyedern.

Definition zulassiger Punkt: Ein Punkt ¢ € R™ eines linearen Pro-
gramms heifit zuldssig, falls alle Ungleichungen (2) fiir ¢ erfiillt sind.

Ziel ist es also, einen beziiglich (2) zuldssigen Punkt @ zu finden mit

c'% = max{c’z | & zulissig beziiglich (2) }
oder festzustellen, daf§ kein solcher Punkt T existiert, d.h. festzustellen, daf
(1) iiber (2) unbeschrinkt ist oder keine zuldssige Losung existiert.

Wichtig fiir die Vorgehensweise beim Ldsen linearer Programme ist der
folgende Satz.

Satz: Sei P C R™ ein spitzes Polyeder und habe das lineare Programm
max ¢l 'z, ¢z € P eine zulissige Optimalldsung Z, dann hat das lineare

Programm auch éine optimale Losung zo, mit ¢ ist eine Ecke von P.

In Kapitel 3 wird gezeigt, dafl iiber spitzen Polyedern optimiert wird, die
Polyeder also eine optimale Ecklésung besitzen, falls das Problem nicht unbe-
schrinkt oder leer ist.

Ziel wird es dann sein, moglichst schnell diese optimale Ecke zu bestimmen.
Wie dies realisiert wird, wird in Kapitel 3 beschrieben.
2.4 Projektion von linearen Programmen

Die linearen Programme sollen schlieflich noch auf eine zweidimensionale Ebe-
ne projiziert werden. Bevor wir die Projektion von linearen Programmen de-
finieren, beschiftigen wir uns kurz mit der Projektion von Polyedern. Unter
der Projektion von Polyedern versteht man folgendes.

Definition Projektion von ‘Polyedel;n: Gegeben sei ein Polyeder
P C R™, eine Menge F C R™ und ein Vektor ¢ € R®\{0}. Die Menge

{z eR™|z € E,IX € Rmit ¢ + A\c € P}
heifit Projektion von P entlang ¢ auf E.

Anschaulich kann die Projektion des Polyeders P auf E folgendermaflen be-
schrieben werden.
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Man 148t zu ¢ paralleles Licht aus dem Unendlichen auf E scheinen. Alle Punk-
te auf F/ durch die ein Strahl geht, der auch durch P geht, werden markiert.
Die daraus resultierende Menge der markierten Punkte ist dann die Projektion
von P auf E.

Wihrend hier die Menge F eine beliebige Teilmenge des R™ ist, betrachten
wir bei der Projektion von linearen Programmen nur Projektionen auf zweidi-

mensionale Ebenen. Unter der Projektion von linearen Programmen versteht
man

Definition Projektion von linearen Programmen: Sei P C R"
ein Polyeder und max ¢z, ¢ € P ein linares Programm. Sei ¢ € R”
ein Vektor mit € # Ac, f.a. A € R. Auflerdem gelte ¢,¢ # 0. Setze
E := span(c,¢) und sei ng € R™ ein Normalenvektor auf F.

Dann heifit die Menge
{z eR"|z € E,IX € R mit & + Ang € P}
Projektion des linearen Programms entlang ng auf E.

Wie man leicht sieht unterscheidet sich die Projektion von linearen Program-
men zu der Projektion von Polyedern nur darin, dafl F zweidimensional ist
und durch die Zielfunktion schon zum Teil vorgegeben ist, und dafl die Pojek-
tionsrichtung orthogonal zu FE ist. '

Wie die Projektion berechnet und dargestellt wird, wird in Kapitel 4 ein-
gefiihrt.
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3 Losungsverfahren fiir lineare Programme

In diesem Kapitel wird der Schatteneckenalgorithmus vorgestellt, mit dessen
Hilfe die linearen Programme geldst und schlieflich die Projektionen der li-
nearen Programme berechnet werden sollen. '

Bevor der Schatteneckenalgorithmus jedoch erklart wird, soll erst einmal
allgemein die Grundversion des Simplex-Verfahrens erldutert werden, denn der
Schatteneckenalgorithmus ist eine Variante des Simplex-Verfahrens.

3.1 Simplex-Verfahren

Die Grundversion des Simplex-Verfahrens 16st Probleme der Form

max cla (3

st. Az =b,z > 0 mit (4)
AeR™™beR™b> 0 und

¢,z € R™ mit m < n.

Wie man leicht sieht, kann das lineare Programm (1) durch das Einfiigen von
Schlupfvariablen sy, ...,8;, und durch Aufteilung der Variablen z in vorzei-
chenbeschrinkte Variablen 7 und 2~ mit 2 = 2% — 2~ in die gewiinschte
Form

max ¢! (T —27)
st. At —a7)+Is=bat, 2™, 5> 0 mit
- I € R™*™ Einheitsmatrix,

gebracht werden.

Falls einige Komponenten von b noch negativ sind, werden die entspre-
chenden Gleichungen mit —1 multipliziert.

Durch diese Transformation wurde erreicht, dafl zu jeder Optimallésung
von (3) eine entsprechende Optimallésung von (1) mit gleichem Zielfunktions-
wert existiert und umgekehrt. Wenn eines der Probleme unbeschrinkt oder
unldsbar ist, so ist es auch das andere.

In [2] wird folgender Satz bewiesen

Satz: Ist das Polyeder P spitz und hat das lineare Programm
max c'z,2 € P eine Optimallosung, so hat dieses lineare Programm
auch eine Optimallosung, die eine Ecke ist. Man spricht dann von einer
optimalen Ecklosung.
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Da nichtleere Polyeder der Form P=(A,b) spitze Polyeder sind, hat jedes hier
zu losende Problem, das eine Optimalldsung besitzt, ebenfalls eine optimale
Eckldsung. :

Diese Eigenschaft spielt eine entscheidende Rolle. Eigentlich miifite man .
jetzt alle Ecken des Polyeders und die zugehdrigen Zielfunktionswerte berech-
nen und eine Ecke mit der besten Losung auswihlen. Dann wire das Problem
optimal geldst. ‘

Da ein Polyeder im allgemeinen aber exponentiell viele Ecken besitzen

kann, ist dies keine elegante Variante. Wie das Problem geschickter gelost
.werden kann, soll nun erldutert werden.

Um die Ecken programmtechnisch besser behandeln zu kénnen, wird der
Begriff der Basis eingefiihrt und einige Definitionen getroffen.

Definitionen: Gegeben seien Az = b, A € R™*", b € R™, b > 0,
rang(A) = m.

1. {1,...,m} bezeichnet die Zeilenindezmenge, {1, ...,n} die Spalten-
indexmenge von A.

2. B und N bezeichnen Spaltenindezvektoren. Falls die Reihenfolge
der Elemente in B und N unerheblich ist, werden B und N auch
einfach als Mengen aufgefafit. B und N haben folgende Eigen-
schaft: BAN =0 und BUN = {1,...,n}..

3. Anstatt A.p und Ay wird abkiirzend Ag und Apn geschrieben.
Ist Ap regulér, so heifit Ap Basismatrix und Ay Nichtbasismatrix
von A. Ein Vektor x mit zp = Ag.lb und zy = 0 heifit Basisldsung
von A.

4.  mit zp = Aglb und @y = 0 heifit zuldssig, falls g > 0 gilt, B
heiflit dann zuldssige Basis und Ap zuldssige Basismatriz.

5. Im weiteren bezeichne n die Anzahl der Variablen und m die An-
zahl der Gleichungen bzw. Ungleichungen des gegebenen linearen
Programms.

Die wichtige Beziehung zwischen Ecken und Basis beinhaltet der folgende Satz.
Satz: Seien P = P=(A,b) C R" ein Polyeder mit rang(A) = m < n und

@ € P. Dann ist 2 genau dann eine Ecke von P, wenn @ eine zulédssige
Basislésung ist.
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Jetzt kann man das Problem, alle Ecken zu enumerieren, durch Enumeration
der Basen losen. Hier treten'allerdings dieselben rechnerischen Probleme auf
wie zuvor. ‘

Ziel ist es nun, ein Verfahren zu entwickeln, dafl bei einer zuldssigen Ba- .
sislosung beginnt und dann eine neue zulédssige Basislosung bestimmt, deren
Zielfunktionswert besser ist.

Mit dem besseren Zielfunktionswert der neuen Basislosung will man er-
reichen, dafl der Algorithmus nicht {iber alle Ecken des zu dem linearen Pro-
gramm gehorenden Polyeders zur optimalen Ecke laufen mufl sondern mog-
lichst schnell die optimale Ecke erreicht, falls denn eine existiert.

Es gibt aber trotzdem Beispiele, bei dem der Algorithmus alle Ecken des
Polyeders besuchen mu$.

Wie man von einer Basisldsung zur nichsten gelangt, sprich einen Basis-
austausch vornimmt, sagt folgender Satz.

Satz Basisaustausch: Gegeben seien Az = b, b > 0, rang(4A) = m,

B = (p1, .oy pm) und N = (nq, ..., y—p,) seien Spaltenindexvektoren von
A, so daB Ap eine Basismatrix ist. Setze

A = A5 AN(= (@) 15rgm ) und

<s<n—m
e -1
= Agpb.

(|

Ist @5 # 0, so ist Ags, mit B’ = (py, .., Pr—1y Ry Prt1y ey Pr), €ine Ba-
sismatrix von A.

Die neue Basislésung @ zu Aps kann aus der alten Basislosung @ zu Ap
auf folgende Weise berechnet werden.

Wy = b,-l—_ifjb,‘,zzl..m,z:,ér
M .pr = Trs br
T; = 0 andernfalls.

Um nicht alle Basen enumerieren zu miissen, soll der Zielfunktionswert bei
jedem Basisaustausch moglichst verbessert, auf keinen Fall aber verschlechtert
werden. Dies wird sichergestellt, wenn man folgende Tatsache beriicksichtigt.



3 LOSUNGSVERFAHREN FUR LINEARE PROGRAMME 14

Satz Basisverbesserung: Gegeben sei ein lineares Programm (3).
Sei Ap eine zuldssige Basismatrix, 2 die zugehorige Basislosung,
A= AJ‘E}IAN, b= Al‘glb und C?ed = c% — chglAN seien die reduzierten
Kosten. Sei ng; € N ein Index mit c,eq[s] > 0.

Dann gilt

1. Gilt A.; < 0 dann ist das zu lésenden Problem unbeschrinkt.

2. Gilt A.; £ 0 dann setze

=l

|

/\b:min{ 1 IEis>0,1§i§m}.

|

(=]

18

Jetzt ist Apr, mit B’ = {b1,...;br—1, Mg, br41y .., b} und mit
re{ilie{1,..,m} al.’i‘s = Ao}, eine zuldssige Basismatrix mit
Tz > CT

Basislosung Z und ¢ @

3. Ist das Problem nichtdegeneriert, so wird unter denselben Voraus-
setzungen wie oben aus ¢'% > ¢Tx ein echt grofer ¢z > cla.

Um zu wissen, ob die aktuelle Ecklosung optimal ist, mufl noch das Kriteri-
um vorgestellt werden, das nachweist, daf es keine Ecklésung gibt, die einen
besseren Zielfunktionswert liefert.

Als Optimalitdtskriterium dienen die reduzierten Kosten. Nachdem die
reduzierten Kosten bereits erwdhnt wurden, sollen sie noch etwas genauer
definiert werden.

Definition reduzierte Kosten: Gegeben sei ein lineares Programm
der Form (3) und Ap sei eine zuldssige Basismatrix von A. Dann kann
man den Zielfunktionswert ¢’ schreiben als ‘

cTe = cLAZ0 + (e — cEAZ AN)an.
Der Term ¢k, — ¢L A7 Ay heifit reduzierte Kosten.
N B“*B

Beim Basisaustausch wihlen wir eine Nichtbasisvariable aus, deren reduzier-
ter Kostenkoeffizient positiv ist. Nimmt man diese Variable in die Basis, so
wird der Zielfunktionswert erh6ht, aufler es wird ein degenerierter Pivotschritt
durchgefiihrt, sprich eine Null gegen eine Null getauscht. Aus dieser Eigen-
schaft 148t sich ein Optimalitdtskriterium ableiten.
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Satz: Gegeben sei ein lineares Programm der Form (3). Sei Ap eine
zuldssige Basismatrix.

1. Gilt dann fiir die reduzierten Kosten CN — CBA AN <0, so ist
die zugehorige Basislosung optimal fiir das lineare Programm.

2. Ist die zugehorige Basislosung nicht degenériert und optimal, dann
sind die reduzierten Kosten kleiner gleich Null.

Das Problem hierbei ist, dal wir im degenerierten Fall eine Opimalldsung
berechnet haben kénnen, ohne zu wissen, dafl die Losung bereits optimal ist.
In diesem Fall miissen wir weitere Basiswechsel vollziehen, bis wir wissen, daf
wir optimal sind.

Da eine Ecke durch mehrere Basen dargestellt werden kann, kann es im de-
generierten Fall vorkommen, daf§ das Programm kreiselt, sprich nur Basen be-
rechnet, die eine Ecke beschreiben. In diesem Fall endet die Grundversion des
Simplex-Verfahrens nicht. Man kann aber durch bestimmte Auswahlverfahren
beim Tausch der Nichtbasisvariable mit einer Bas1sva11able die Endlichkeit des
Algorithmus erreichen.

Die Auswahl einer Nichtbasisvariable, die in die Basis gelangen soll, nennt
man Wahl der Pivotspalte und die Auswahl der Basisvariable, die die Basis
verlassen soll, Wahl der Pivotzeile.

Jetzt sollen einige Moglichkeiten aufgezeigt werden, wie man die Pivotspal-
te bzw. die Pivotzeile auswihlen und dadurch die Endlichkeit des Simplex-
Verfahrens erreichen kann.

3.1.1 'Wahl der Pivotspalte

1. Kleinster Index Regel: Wihle Pivotspalte s mit
s = min{7 | n; Nichtbasisvariable und ¢eq[i] > 0}
2. Kleinster Variablenindex Regel: Wihle Pivotspalte s mit

ns = min{n; Nichtbasisvariable | ¢,¢q[¢] > 0}

3.1.2 Wahl der Pivotzeile

Sei s die ausgewéhlte Pivotspalte und _
R={r|re{l,..,m}und = b’ = rnln{ - | @ > 0}}
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1. Kleinster Variablenindex Regel: Wihle Pivotzeile r € R mit
pr = min{p; Basisvariable | i € R}

2. Lexikographische Zeilenauswahlregel: Wihle Pivotzeile » € R mit

E}'s (A;l)r. = minlex{%;(Aél)i. | @;s > 0}
Definition lexikographisch positv: Wenn die erste von Null verschie-
dene Komponente eines Vektors ¢ € R” positiv ist, so heifit der Vektor
@ lexikographisch positiv, wir schreiben dann 2 > 0. Sei y € R", dann
gilt z =y, wenn 2 —y > 0 und ¢ = y, wenn & — y > 0 oder & = y. Mit
minje; bezeichnen wir das lexikographische Minimum einer gegebenen
Menge von Vektoren.

Endlichkeit des Simplex-Verfahrens kann man nun erreichen, indem man die
zweite Pivotspaltenauswahlregel mit der ersten Pivotzeilenauswahlregel kom-
biniert oder bei beliebiger Wahl der Pivotspalte die lexikographische Zeilen-
auswahlregel anwendet.

Jetzt wissen wir, wie man von einer Basislosung zur néchsten gelangt und
dabei den Zielfunktionswert verbessert. Auflerdem haben wir Kriterien dafiir,
‘wann wir optimal sind und wann wir wissen, dafl das Problem unbeschrinkt
ist.

Nun kann die Grundversion des Simplex-Verfahrens angegeben werden.
Das Simplex-Verfahren arbeitet wie folgt.

e Gestartet wird bei einer zuldssigen Basisésung x¢. Existiert keine solche
Basislosung g, so ist das Problem unlésbar und das Programm stoppt.

e Existiert dagegen eine Startlosung @, so liefert der Algorithmus eine
Sequenz g, ..., ¢s mit den Eigenschaften
1. Tag < cTay < .. < clay,
2. ®g, ..., s sind zuldssige Basislosungen,

3. ®;_1,2; sind benachbart fiir i = 1, ..., s, d.h. es existiert eine Kante
des Polyeders, die @;_1, @; verbindet und

4. x4 ist entweder eine Optimalldsung oder man weifl daf ¢’z auf (4)
unbeschrankt ist.
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Der Algorithmus wandert also von einer Ecke @; zu einer benachbarten Ecke
z;41 mit der Eigenschaft cL'a; < cT:vi+1. Falls mehrere solcher benachbarter
Ecken mit dieser Eigenschaft existieren, muf} entschieden werden, welche Ecke
ausgewahlt werden soll. Diese Auswahl charakterisiert die verschiedenen Sim-
plex-Varianten und macht sich in der Wahl der Pivotspalte und der Pivotzeile
bemerkbar.

Man kann z.B. unter den zu 2; benachbarten Ecken die Ecke mit dem
groften Zielfunktionswert auswéhlen.

Bei solch einem Basisaustausch miissen die oben eingefiihrten Regeln, wie
man einen Basisaustausch mit Verbesserung des Zielfunktionswertes durch-
fiihrt, eingehalten werden. Unbeschrénktheit und 'Optimalitét werden, wie
oben erkldrt, nachgewiesen.

3.1.3 Phasel

Es mufB noch erklirt werden, wie die zuléssige Startecke gefunden wird, denn
im allgemeinen ist dies nicht so einfach. Um eine zuléssige Basislosung zu be-
rechnen, muf} ein weiteres- Problem gelost werden. Das Losen dieses Problems
wird auch mit Phase I bezeichnet. '

In der Phase I wird festgestellt, ob das zu lésende Problem eventuell keinen
zuldssigen Punkt besitzt, genau einen zuldssigen Punkt besitzt oder optimiert
werden muf.

Sei (3) das zu losende lineare Programm. Wir konstruieren uns aus diesem
Problem ein weiteres, das Startproblem.

Es hat die Form

max 17 Az

st. Az +Iy=b,z,y> 0 mit (5)
A € R™*" [ ¢ R™X™Einheitsmatriz,
b€ R™ und ¢,z € R?, mit m < n.

Hierbei ist 1 der 1-Vektor, d.h. alle Komponenten des Vektors haben den Wert
Eins.

Die Variablen y werden kiinstliche Variablen genannt. Da Iy > 0 gilt, ist
die Zielfunktion durch 17b nach oben beschrinkt, denn es gilt Az < b, also
1T Az < 17,

Um fiir unser urspriingliches Problem zuléssig zu sein, mufl Az = b gelten,
also ein zuliissiger Punkt o des Startproblems gefunden werden mit 17 Azy =
17b. Wenn wir also einen zuldssigen Punkt des Startproblems finden, der dieses
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optimal 18st, haben wir eine zuldssige Losung unseres eigentlichen Problems
gefunden.

Bei dem Startproblem ist es dagegen einfach eine zulédssige Startlésung zu
finden. Man nimmt die Variablen y in die Basis und die Variablen z in die .
Nichtbasis und startet das Simplex-Verfahren.

Nun gibt es mehrere Moglichkeiten, wie das Simplex-Verfahren fiir das
Startproblem enden kann. Sei T = (z) die optimale Ecke und A = (A4, I).
1. Gilt 1T Az < 17, dann wissen wir, dafl das urspriingliche Problem keine
zuldssige Losung besitzen kann, denn es gibt keinen Punkt a¢ fiir den
Az = b gilt.

2. Gilt 1T Az = 17b und sind keine kiinstlichen Variablen in der Basis und
keine reguldren Variablen in der Nichtbasis, dann ist m=n und das ur-
spriingliche Problem hat genau eine Losung. Die Lsung des eigentlichen
Problems ist dann z.

3. Gelten die Voraussetzungen wie unter 2., nur mit dem Unterschied, daf
noch reguldre Variablen in der Nichtbasis sind. In diesem Fall haben wir
eine zulissige Basis fiir das Ausgangsproblem gefunden und kénnen mit
ihr als Startbasis das eigentliche Optimierungsproblem l6sen.

4. Gilt 1TAz = 17b und sind noch kiinstliche Variablen in der Basis, so

miissen wir versuchen, die kiinstlichen Variablen aus der Basis zu ent-
fernen. ‘
Da alle kiinstlichen Variablen in der Basis Null sind, kdnnen wir ver-
suchen reguldre Nichtbasisvariable gegen sie in die Basis zu tauschen.
Sei die r-te Basisvariable b, eine kiinstliche Variable. Sie kann aus der
Basis hinauspivotisiert werden, wenn es eine reguldre Nichtbasisvaria-
ble ns gibt, mit (ZﬁZN)rs # 0. Der Satz iiber den Basisaustausch sagt
uns, dafl wir nach dem Basiswechsel wieder eine Basis erhalten. Da wir
einen degenerierten Pivotschritt durchgefiihren, sprich nur Nullen gegen
Nullen tauschen, ist die neue Basis wieder zuldssig, auch wenn wir eine
Nichtbasisvariable mit (ZEZN)M < 0 auswihlen sollten. Aufierdem sind
wir wieder optimal, da sich der Zielfunktionswert nicht gedndert hat.

5. Es gelten dieselben Voraussetzungen wie unter (4.). Kann eine kiinstliche
Variable nicht aus der Basis hinauspivotisiert werden, so ist die entspre-
chende Zeile bei beliebiger Wahl fiir @, stets erfiillt und kann gestrichen
werden.
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Gilt nach dem Streichen aller iiberfliissigen Ungleichungen, daf 'die An-
zahl der Gleichungen gleich der Anzahl der reguldren Variablen ist, so
wissen wir, dafl das urspriingliche Problem nur einen zulissigen Punkt
besitzt. .
Im anderen Fall setzen wir alle reguldaren Variablen der Basis als Basis
fiir das Ausgangsproblem und l6sen mit ihr als Startbasis das eigentliche
Optimierungsproblem.

3.2 Schatteneckenalgorithmus

Der Schatteneckenalgorithmus ist eine Variante des Simplex-Verfahrens. Er
16st Probleme der Form

T

max ¢ '@ (6)
st. Az =b,z > 0 mit (7)
AeR™"™ beR™b>0 und
¢,z € R™

Im Gegensatz zum Simplex-Verfahren benotigt er allerdings noch eine zweite
Zielfunktion, sagen wir ¢ € R™ Es muf} darauf geachtet werden, dafl ¢ nicht
lediglich ein Vielfaches der Zielfunktion c ist, d.h. ©¢# A¢, A € R gilt.

Der Algorithmus startet bei einer zuldssigen Ecklosung zg, falls denn eine
existiert, die optimal beziiglich € ist, d.h. 4

L ao = max{c’ e | Az = b,x > 0}.

Falls ¢ nicht anders vorgegeben wird und das Problem in der Form —/Tm <b
gegeben ist (siehe 6.1.1), so kann man zu einer zuléssigen Eckldsung z¢ ein ©
aus der Menge

m
M={cdeR"|cd= Z,p@-_, mit p; > 0 und ¢/ # 0

_ =1 _
Aj 2z0=b;

auswéhlen. Denn man sieht leicht, da xq fiir alle o € M eine Optimallésung
ist.

Sei f, definiert durch :
fu= (1= pTc+ pe.

Der Schatteneckenalgorithmus liefert nun eine Sequenz @y, ..., s und eine Ein-

teilung 0 < a—; < ap < ... < a; < 1 des [0,1] Intervalls, so daf folgende
Bedingungen erfiillt sind: ‘
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1. z; geht aus @;_1 aus einem Pivotschritt hervor
2. x; ist ein Maximum fiir f, fiir alle p € [a;_1, 04]
3. ¢Tag<clay < ... < clay

4. z, ist entweder eine Optimalldsung oder man weif, daf ¢ auf (7) unbe-
schriankt ist.

Durch wachsende o; erlangt die Funktion ¢ immer mehr Gewicht, die Richtung
der Zielfunktion wird also von ¢ in Richtung von ¢ gedreht.

Anschaulich arbeitet der Algorithmus wie folgt:

Sei E = span(c,¢) die Ebene, die durch die beiden Zielfunktionen ¢ und ¢
aufgespannt wird. Nun projiziert man das Polyeder P = P=(A, b) unter der zu
E orthogonalen Projektion I' auf E. Die Ecken T von P, deren Projektion I'(%)
auch Ecken der Projektion I'(P) sind, werden Schattenecken genannt. Abbil-
dung 1 zeigt die Schattenecken eines dreidimensionalen Polyeders beziiglich
der Betrachtungsebene.

Abbildung 1: Schattenecken beziiglich der Betrachtungsebene

Ist das zu lésende Problem nichtdegeneriert, so besteht die Sequenz
%o, ...,&s nur aus Schattenecken. Und zwar wandert der Algorithmus iiber
Schattenecken, die innerhalb des kleineren Winkels zwischen ¢ und € liegen, in
Richtung der Optimallgsung,.

Ist das Problem dagegen degeneriert, so dann es vorkommen, daf die Se-
quenz Ecken z; enthilt, die keine Schattenecken sind, jedoch die Eigenschaft
['(2;) € OT'(P) besitzen. Dies bedeutet, daf die Projektion @; keine Ecke der
Projektion I'(P) ist. Die Projektionen dieser Ecken liegen dann auf dem Rand
der Projektion des Polyeders. |
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Vergleicht man die Sequenzen, die der Schatteneckenalgorithmus und das Sim-
plex-Verfahren liefern, miteinander, so stellt man fest, dafl die Sequenz des
Schatteneckenalgorithmus ein Simplex-Pfad ist.

Der Unterschied zum Simplex-Verfahren macht sich in der Auswahlregel .
der Pivotspalte bemerkbar. Die Pivotspalte wird beim Schatteneckenalgorith-
mus nach folgender Regel ausgewidhlt.

3.2.1 Wahl der Pivotspalte

Seien a; und f; die i-ten Eintrége der reduzierten Kosten der Zielfunktionen
¢ und ¢. Wenn wir nach ¢ optimieren, wihlen wir eine Pivotspalte s mit der
Eigenschaft

—Bs — min {—% | o > 0}

as

3.2.2 Wahl der Pivotzeile

Bei der Wahl der Pivotzeile geht man wie iiblich vor. Zwei Varianten wurden
in diesem Kapitel bereits vorgestellt. Hier kann man ein mégliches Kreiseln des
Programms vermeiden, indem man eine lexikographische Zeilenauswahlregel
implementiert [5].

3.2.3 Anwendung des Algorithmus

Eine Anwendung findet der Schatteneckenalgorithmus, wenn zwei mdogliche
Zielfunktionen gegeben sind, nach denen optimiert werden soll.

Hat man nun alle Schattenecken des Problems beziiglich der beiden Ziel-
funktionen berechnet, so hat man fiir jede Zielfunktion, die sich als konische

Kombination der beiden gegebenen Zielfunktionen darstellen 148t, eine Opti-
malldsung,.

Kommt es jetzt also vor, dafl man die Optimallssung zu einer Zielfunktion
berechnen will, die eine konische Kombination der beiden Zielfunktionen ist, so
muf} man nur alle Zielfunktionswerte der berechneten Schattenecken berechnen
und unter ihnen den optimalen Wert auswihlen. Eine optimale Ecke befindet
sich somit in der vom Schatteneckenalgorithmus bereits berechneten Sequenz
T0y oy Ts.
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4 Berechnung der Projektionen

In diesem Kapitel soll erliutert werden, wie die Projektionen der linearen
Programme (6) auf span(c,¢) mit Hilfe des: Schattenalgorithmus errechnet
und dargestellt werden.

Die graphische Darstellung erfolgt in einem Koordinatensystem. Auf der
x-Achse werden die Funktionswerte der berechneten Ecken beziiglich der er-
sten Zielfunktion abgetragen und auf der y-Achse die Zielfunktionswerte der
entsprechenden Ecken beziiglich der zweiten Zielfunktion.

Wie bereits geschildert wurde, startet der Schatteneckenalgorithmus bei
einer Ecke, die optimal beziiglich ¢ ist. Anschlieend optimiert er das Problem
nach einer weiteren Zielfunktion, c.

Die Ecken, die wihrend der einzelnen Pivotschritte bei der Optimierung
berechnet werden, sind entweder Schattenecken oder sind Ecken, deren Pro-
jektionen auf dem Rand der Projektion des linearen Programms liegen.

Auflerdem wissen wir, dafl der Schatteneckenalgorithmus bei der Optimie-
rung nach ¢ mit ¢ als zweiter Zielfunktion zwischen dem kleineren Winkel
zwischen den beiden Zielfunktionen ¢ und ¢ entlang l&uft, sprich fiir jede Ziel-
funktion, die auf span(c,¢) zwischen dem kleineren Winkel zwischen ¢ und @
liegt, existiert in der vom Schatteneckenalgorithmus berechneten Sequenz von
Schattenecken eine zugehérige Optimalldsung.

Betrachtet man die Projektion eines linearen Programms, so stellt man
fest, dafl gerade die Schattenecken die charakteristischen Punkte der Projekti-
on sind. Alle Ecken der Projektion sind ndmlich Schattenecken. Man muf also
alle Schattenecken des gegebenen Problems berechnen und in der richtigen
Reihenfolge durch eine Strecke miteinander verbinden.

Wie die Berechnung aller Schattenecken und die graphische Darstellung
der Projektion realisiert wird, soll nun anhand eines kleinen Beispiels erklért
werden.

Abbildung 2 zeigt uns die Darstellung der Projektion aller Schattenecken
eines gegebenen Problems. Auf der x-Achse sind die Werte der einzelnen Ecken
beziiglich der Zielfunkion ¢ und auf der y-Achse die Werte der einzelnen Ecken
beziiglich der Zielfunktion ¢ eingetragen.

Der Algorithmus startet bei einer Losung, die optimal beziiglich € ist und
optimiert das Problem nach der anderen Zielfunktion ¢. Optimieren entspricht
hier generell dem Maximieren.

Verbindet man die Projektion der Ecken, die wéhrend der Optimierung be-
rechnet werden; in der Reihenfolge in der sie berechnet wurden, so ergibt sich
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max -c max ¢

i 9 >

° (]
R ° max ¢
L
[ ]
°
. ° max -C
° \"4

Abbildung 2: Schattenecken des Problems

die Situation, die in-Abbildung 3 dargestellt ist. Denn der Schatteneckenalgo-
rithmus berechnet, wie oben bereits erwihnt, alle Schattenecken, deren Pro-
jektion innerhalb des kleineren Winkels zwischen den beiden Zielfunkionen ¢
und ¢ auf span(c,c) liegen.

max -C max c

s < s A

max ¢

max -C

v

Abbildung 3: Projektion nach erster Optimierung

Da man jetzt optimal beziiglich ¢ ist, kann man nach —¢ optimieren mit
c als zweiter Zielfunktion. Nun verbindet man auch die Projektionen der
wéhrend dieser Optimierung berechneten Ecken miteinander.

Hierbei mufl noch angegeben werden, dafl zwar nach —¢ optimiert wird, die
berechneten Schattenecken jedoch beziiglich der beiden Zielfunkionen ¢ und
¢ in das Koordinatensystem eingetragen werden. Dies gilt auch fiir die noch
durchzufithrenden Phasen.
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Abbildung 4 zeigt nun die Projektion nach zwei Optimierungen.

max -C max c
< >

A
TmaxE

v

Abbildung 4: Projektion nach zweiter Optimierung

Nun ist klar, wie man weiter vorgeht. Zunichst optimiert man nach —c
mit —¢ als zweiter Zielfunktion. Abbildung 5 zeigt das Ergebnis.

max -c max ¢
N >,
max ¢
max -C
v

Abbilduﬁg 5: Projektion nach dritter Optimierung

Zuletzt mufl noch nach ¢ optimiert werden. Hier ist —c die zweite Ziel-
funktion. Dadurch erhilt man nun die vollstindige Projektion des linearen
Programms, dargestellt in Abbildung 6.

Nun ist klar, wie man die Projektion von linearen Programmen berechnet.
Gestartet wird bei einer Ecke, die optimal beziiglich € ist und optimiert dann
nacheinander nach ¢, —¢, —c¢ und ¢ mit den entsprechenenden zweiten Ziel-
funktionen (s.0.). So hat man némlich alle Winkel zwischen den Vektoren c
und ¢ auf span(c,c) abgearbeitet und somit alle Schattenecken des gegebenen
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max -Cc .max c
N > n
max ¢
max -C
v

Abbildung 6: Projektion des linearen Programms’

linearen Programms berechnet.

Wie die Projektion algorithmisch realisiert wird, soll nun grob beschrieben
werden.

Um die Projektion zu errechnen sind, wie es auch aus dem oben beschrie-
benen Beispiel hervorgeht, vier Phasen notwendig.

Wir starten bei einer Ecke, die optimal beziiglich ¢ ist. Die zweite Ziel-
funktion sei wieder c. Sei L die Liste der Ecken, die wihrend der Iterationen
berechnet werden. Zu Beginn beinhalte die Liste L die Ecke zg, wobei 2g die
Ecke ist, die optimal beziiglich € ist.

Phase A : Optimiere mittels Schatteneckenalgorithmus nach ¢ mit ¢ als
zweiter Zielfunktion. Fiige bei jeder Iteration die aktuelle Ecke ans Ende der
Liste I an (das Ergebnis von Phase A entspricht der Abbildung 3).

Wenn eine Optimallésung existiert und erreicht ist, dann starte Phase
B. Wenn dagegen die Unbeschrénktheit des Problems beziiglich c¢ festgestellt
wird, dann beende das Programm mit ’c unbeschrankt’.

Phase B : Optimiere mittels Schatteneckenalgorithmus nach —¢ mit ¢ als
zweiter Zielfunktion. Fiige bei jeder Iteration die aktuelle Ecke ans Ende der
Liste L an (das Ergebnis von Phase B entspricht der Abbildung 4).

Wenn eine Optimallosung existiert und erreicht ist, dann starte Phase C.
Wenn dagegen die Unbeschrénktheit des Problems beziiglich —¢ festgestellt
wird, dann beende das Programm mit '—¢ unbeschréankt’.

Phase C : Optimiere mittels Schatteneckenalgorithmus nach —c mit —¢ als
zweiter Zielfunktion. Fiige bei jeder Iteration die aktuelle Ecke ans Ende der
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Liste L an (das Ergebnis von Phase C entspricht der Abbildung 5).

Wenn eine Optimalldsung existiert und erreicht ist, dann starte Phase D.
Wenn dagegen die Unbeschrianktheit des Problems beziiglich —c festgestellt
wird, dann beende das Programm mit ’—c unbeschriankt’.

Phase D : Optimiere mittels Schatteneckenalgorithmus nach ¢ mit —c als
gweiter Zielfunktion. Fiige bei jeder Iteration die aktuelle Ecke ans Ende der
Liste L an (das Ergebnis von Phase D entspricht der Abbildung 6). Wenn
Optimallésung erreicht ist, dann Stop.

Aus Kapitel 3 wissen wir, dafl die Elemente von L entweder Schattenecken
sind oder aber, da} deren Projektionen auf dem Rand der Projektion des
linearen Programms liegen.

Berechnen wir nun nacheinander fiir alle € L die zugeh6rigen Funktions-
werte ¢T¢ und ¢’a, tragen den Punkt (c’2,272) in das Koordinatensystem
ein und verbinden die Punkte nacheinander, dann ist die erhaltene Figur die
Projektion des Polyeders auf span(c,¢), dargestellt im Koordinatensystem.

Jetzt mufl noch gezeigt werden, dafl die so berechnete Figur wirklich die
gewiinschte Projektion ist. Dazu betrachten wir den folgenden Satz.

Satz: Gegeben sei ein Optimierungsproblem der Form maxgep e’ z,
P = P=(A,b), eine zweite Zielfunktion ¢ und ein zg € P mit
ET:L'O = maXzep ez,

Startet man nun bei 29 und fiihrt Phase A bis Phase D durch,
und wird bei keiner der Phasen Unbeschranktheit festgestellt und sei

L = {wo, ..., z,} die Liste der wihrend der Optimierungen berechneten
Ecken.

Man erhilt dann die Projektion, indem man

1. (cTa;,cla ;) fiir ¢ =0,...,n in das Koordinatensystem éintréigt,

2. (cTa;,ela;) mit (cTwipy, el wigy) fiir i = 0,..,n — 1 durch eine
Strecke verbindet und

cla,, e 'Ln) durch eine Strecke verbindet, falls

8. (CT’LO,C To) mit
(cP@n, el 2y) gilt.

m
(cTzg, e z0) #

Beweis: Aus Kapitel 3 wissen wir, daf§ der Schatteneckenalgorithmus bei der
Optimierung alle Schattenecken zwischen dem kleineren Winkel der beiden
Zielfunktionen berechnet.

1



4 BERECHNUNG DER PROJEKTIONEN 27

Betrachtet man die vier Phasen, so stellt man fest, daf die jeweils kleineren
Winkel zwischen (c,?), (=€, ¢), (—¢,—¢) und (¢, —c) auf span(c,c) bearbeitet
werden. Da diese vier Winkel aber gerade die vier Winkel zwischen den beiden
Vektoren ¢ und € auf span(c, ) sind, denn €ist kein Vielfachs von ¢, werden alle
Schattenecken des Polyeders beziiglich der beiden Zielfunktionen berechnet.

Alle berechneten Eéken die keine Schattenecken sind, besitzen eine Pro-
jektion, die auf dem Rand der Projektion des linearen Programms liegt, so
daf sie die Projektion nicht beeinflussen.

Verbindet man die entsprechenden Punkte der berechneten Ecken, wie
oben angegeben, miteinander, so folgt die Behauptung.

Hierbei kann es vorkommen, dafl die Projektion nicht geschlossen ist. Dieser
Fall kann dann eintreten, wenn das Polyeder in eine Richtung der Zielfunk-
tionen unbeschrankt ist oder wenn das Polyeder mehrere Optimallésungen
beziiglich der ersten Zielfunktion besitzt.

Der Fall, da8 man die Punkte (c ’Lo,CT’Lo) und (c zn,cTzn) noch mit-
einander velbmden mufl kann dann eintreten, wenn das Problem mehrere
Optimalldsung beziiglich der ersten Zielfunktion besitzt. In diesem Fall kann
man die beiden Punkte durch eine Strecke miteinander verbinden, da die Op-
timalitdt beziiglich der ersten Zielfunktion erreicht ist, also keine Schattenecke
zwischen ihnen liegen kann. O

Wenn dagegen in einer der Phasen Unbeschranktheit festgestellt wurde,
dann beschreibt die erhaltene Projektion lediglich den Teil zwischen dem Start-
wert 2o und der letzten Ecke, bevor Unbeschrinktheit festgestellt wurde.

In diesem Fall kann man von der Startlosung @o die Berechnung der Pro-

jektion in die andere Richtung starten, um sich auch von der anderen Seite
der Unbeschrénktheit zu ndhern. Dies wird dadurch erreicht, indem man

e in Phase A und Phase B ¢ durch —c und

e in Phase C'und Phase D —c durch c ersetzt.

Was kann man jetzt eigentlich anhand der Projektion des Polyeders iiber das
Problem aussagen? Zum einen kann man anhand der Struktur der Projektion
etwas {iber die Komplexitédt des Problems ablesen.

Hat man auf der anderen Seite ein Problem gegeben, bei dem sich die
Zielfunktion 6fter #ndert und sich als Linearkombination der beiden Zielfunk-

tionen, mit denen die Projektion berechnet wurde, darstellen 138t, dann kann
man die neue Optimallésung aus der Projektion berechnen. Die Frage, wie "
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sich aus der Projektion des Problems eine Optimallgsung fiir ein beliebige
Zielfunktion ¢o der Form c¢g = avc+ € berechnen 148t, ist leicht beantwortet.

Sei (o,Yo) eine Ecke der Projektion. Nun berechnet man aus der Ecke den
Wert fiir die neue Zielfunktion durch a 29 + 8 yo. Berechnet man aus allen
Ecken der Projektion den neuen Zielfunktionswert auf diese Weise und wihlt |
unter ihnen den optimalen Wert aus, so erhilt man die Optimallésung fiir die
neue Zielfunktion. .

) D.er Rechel.la,ufwand, aus den Ecken der Projektion eine optimale Losung
fiir die neue Zielfunktion zu errechnen, ist weitaus geringer als eine neue Op-
timierung des Problems mit der neuen Zielfunktion durchzufiihren.
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5 Beispiel Wiirfel

In diesem Kapitel soll anhand des Wiirfels veranschaulicht werden, wie die
Wahl der Zielfunktionen Einfluff auf die Projektion und die Anzahl der Pi-
votschritte nimmt. Als Beispiel dient ein Optimierungsproblem iiber einem

Wiirfel im R3. Das hier betrachtete lineare Programm hat die Form

5 ‘
‘max Zci-’h‘i (8)
-
st. 1<wx3<3

Die Zielfunktion wird in den einzelnen Féllen separat angegeben. Die zweite
Zielfunktion wird wieder mit ¢ bezeichnet.

Betrachten wir nun die folgenden drei Beispiele

1. Seien ¢ = g + @1 und € = 2 die beiden Zielfunktionen.
Der Algorithmus errechnet nun bei der Berechnung der Projektion nach-
einander die Ecken (3,3, 3),(1,3,3), (1,1,3), (3,1, 3) und wieder (3, 3, 3).
Wie man leicht erkennt, sind dies alles Schattenecken. Abbildung 7 zeigt
den Weg, den der Algorithmus zurticklegt und Abbildung 10 die Pro-
jektion auf span(c,¢). Dabei reprisentiert die x-Achse die Zielfunktion
c und die y-Achse ¢

Abbildung 7: Schattenecken beziiglich des ersten Beispiels

2. Seien ¢ = 2g + 21 und € = 21 + 24 die beiden Zielfunktionen.
Jetzt dndern sich die Pivotschritte und die Ecken (3,3,3),(3,3,1),
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(3,1,1),(1,1,1),(1,1,3),(1,3,3), (3,3,3) werden errechnet. Auch hier er-
kennt man, daf die errechneten Ecken Schattenecken sind. Der Weg des
Algoritmus wird in Abbildung 8, die Projektion auf span(c,¢) in Abbil-
dung 11 verdeutlicht. Dabei stellen die beiden Koordinatenachsen wieder
die beiden Zielfunktionen dar.

Abbildung 8: Schattenecken beziiglich des zweiten Beispiels

3. Seien ¢ = —2g + 21 + 9 und ¢ = @4 die beiden Zielfunktionen.
Hier tritt der Fall ein, daf§ der Algorithmus nicht nur Ecken berechnet,
die Schattenecken sind. Er errechnet die Ecken (1,3,3),(1,3,1),(1,1,1),
(3,1,1),(3,1,3),(3,3,3), (1,3,3). Den zuriickgelegten Weg und die Pro-
jektion stellen die Abbildungen 9 und 12 dar. Daf nicht nur Schatten-
ecken berechnet wurden, erkennt man daran, daff in Abbildung 12 Punk-
te existieren, die keine Ecke der Projektion darstellen.

Wiederum reprisentieren die beiden Koordinatenachsen die beiden Ziel-
funktionen. '

Abbildung 9: Schattenecken beziiglich des dritten Beispiels
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Beispiel 1 +—

bd

3 3 4 g §

Abbildung 10: Projektion des ersten Beispiels

Beisplel 2 +—

3 3 L] 5 6

Abbildung 11: Projektion des zweiten Beispiels

Beisplel 3 -o—

T T T ; T
E] 1 3 3 4 -8

Abbildung 12: Projektion des dritten Beispiels

31
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Die ersten beiden Beispiele sollen zeigen, dafi die Wahl der zweiten Zielfunk-
tion direkten Einfluff auf die Anzahl der Pivotschritte nehmen kann und die
Projektionen erwartungsgemaf verschieden sind.

Der dritte Fall zeigt, daB es im degenerierten Fall vorkommen kann, daf .
bei der Berechnung der Projektion nicht nur Schattenecken berechnet werden.

Aber wie man deutlich sieht, liegen die Projektionen der Ecken, die keine
Schattenecken sind, auf Kanten der Projektion (Abbildung 12) und beeinflus-
sen die Projektion somit nicht. '
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6 Implementierung des Schatteneckenalgorithmus

In diesem Kapitel soll geschildert werden, wie der Algorithmus implementiert
worden ist, welche Probleme bei der Berechnung der Projektionen auftraten
und wie sie gelést worden sind.

Es wurden zwei Versionen implementiert. Version A 16st Probleme der
Form (6), wihrend Version B Probleme der Form
max clz | (9)
sit. Az =1b
Ib < a < ub mit

AeR™*™ b e R™ und Ib, ub,c,z € R®

16st.

Beschiftigen wir uns zuerst mit der Version A.

6.1 Version A

Wie bereits erwihnt 16st die Version A des Schatteneckenalgorithmus Proble-
me der Form (6). Da die Probleme aber in allgemeiner Form die Gestalt

max cla ' (10)
st. <Az <u (11)
b < e < ub mit (12)

A e R™™ [ e R™ und b, ub, c,z € R",

haben kénnen, sprich sowohl obere als auch untere Schranken fiir die Un-
gleichungen als auch Beschriankungen nach oben und unten fiir die Variablen
besitzen kénnen, mufl das Problem unter Umst&nden zuerst in die gewiinschte
Form transformiert werden.

Ist eine Ungleichung bzw. eine Variable nicht nach oben oder unten be-
schrinkt, so sind die entsprechenden Eintrige in u und [ “c0” und “—00” und
in ub und Ib “c0” und “0”.

6.1.1 Transformation des Problems

Bei der Transformation des Problems miissen sowohl die Ungleichungen als
auch die oberen und unteren Schranken der Variablen umgeformt werden. Um
das allgemein gegebene Problem in die benétigte Form zu bringen, geht man
folgendermafen vor.
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Transformation der Ungleichungen
Eine Ungleichung I; < (Az);. < u; des Ungleichungssystems (11) wird trans-
formiert in

(Az);. < wy, falls Lo 5 g < 6 ;
—(Az);. < =l falls —oco < I; # uy (13)
(Az);, = I, falls —co<l;=u; < 00

Hierbei ist es natiirlich moglich, dafl eine Ungleichung in zwei neue Unglei-
chungen transformiert wird. Gilt fiir eine Ungleichung —oco < I; < u; < 00, so
wird diese Ungleichung in

(Az)i. <
—(Az);. < -l

umgeformt. AuBerdem wird vorausgesetzt, daff | < u gilt.

Transformation der Beschrankungen
Aus den unteren und oberen Schranken der Variablen (12) werden ebenfalls
Ungleichungen erstellt.

Diirfen die Variablen auch negative Werte annehmen, so muf§ das bei der
Transformation ebenfalls beriicksichtigt werden.

Die Transformation von Ib; < @; < ub; erfolgt nach folgenden Regeln

z; < ub;, falls 0 <ub; < oo

—z; < —lb;, falls 0<1b; < o0 (14)
mz+ —a; < ub;, falls —co<ub; < 0
—m:r +a; < =Ib;, falls —co<lb; < 0

Wird die Variable x; durch 'L;" —a; ersetzt, so mufl z; in allen Ungleichungen
und in der Zielfunktion durch a,;" —a; ersetzt werden. Auch hier wird b < ub
vorausgesetzt.

Durch das Hinzufiigen von Schlupfvariablen und durch das positiv machen
der neuen rechten Seite erhalten wir nun die gewiinschte Form, so dafi wir das
Problem jetzt 16sen konnen.

Wie bereits erwidhnt, arbeitet der Algorithmus in Pivotschritten, in denen
er von einer Ecke zu der néchsten gelangt, bzw. ein Basiselement gegen ein
Nichtbasiselement tauscht, also einen Basisaustausch durchfiihrt.

Ein solcher Pivotschritt des Algorithmus setzt sich aus mehreren Funktio-
nen zusammen, die im folgenden beschrieben werden sollen.
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6.1.2 'Wahl der Pivotspalte

Wenn wir von einer Ecke zur nichsten gelangen wollen, mufi ein Basisaustausch
durchgefiihrt werden, d.h. ein Element, das nicht in der Basis ist, kommt in
die Basis und ein Basiselement verldfit dafiir die Basis.

Bei der Wahl der Pivotspalte wird eine Variable, die nicht in der Basis ist,
ausgewdhlt, um in die Basis zu gelangen.

Sei ¢ die Zielfunktion nach der optimiert werden soll und ¢ die zweite
Zielfunktion. creq und @,eq seien die aktuellen reduzierten Kosten, B sei die
aktuelle Basis und N die aktuelle Nichtbasis.

Wihle nun eine Pivotspalte s mit der Eigenschaft

_Credls] _ o {_Ef‘ed[i]

Cred [3] Cred [Z]

| ereali] > 0 und 7 € N} .

Wenn kein c¢yeq[i] > 0 mit ¢ € N existiert, dann ist die aktuelle Ecklosung
optimal und das Programm kann beendet werden.

6.1.3 Wahl der Pivotzeile

Nachdem die neue Basisvariable berechnet worden ist, mufl noch die Variable
ausgewihlt werden, die die Basis verlaft. Sei ps := A5'A.,, und b := AZ'b.

Wihle eine Pivotzeile z mit der Eigenschaft

E[Z]—min M slt 1 <m ¢ und ps(z
pslz] {ps[i]lip[]>0’15 < } d ps[z] > 0.

Existiert kein ps[s] > 0 mit 1 < i < m, so ist das Problem unbeschrénkt und

das Programm kann beendet werden.

Jetzt kann man den Basisaustausch durchfiihren, indem man die z-te Ba-
sisvariable aus der Basis entfernt und der Nichtbasis hinzufiigt und die s-te
Nichtbasisvariable die entsprechende Stelle in der Basis einnimmt.

6.1.4 Update

Nach einem Pivotschritt miissen die wichtigsten Variablen aktualisiert wer-
den, so miissen die Indexfelder der Basis- und Nichtbasisvariablen aktualisiert
werden. Dies ist jedoch kein weiteres Problem.

Ein Problem dagegen ist das Losen der drei Gleichungssysteme



6 IMPLEMENTIERUNG 36

1. Apm = cp fiir die Berechnung der reduzierten Kosten.
2. Apps = A, fiir die Aktualisierung der Pivotspalte.

3. Apb =1 fiir die Aktualisierung der rechten Seite.

Hierzu stand ein Programm innerhalb von SoPlex von R.Wunderling zur Ver-
figung.

6.1.5 Terminierung

Das Programm endet mit einer Optimalldsung, wenn keine Pivotspalte aus-
gewihlt werden kann. Wenn keine Pivotzeile ausgew&hlt werden kann, so endet
das Programm mit der Aussage, daf das Problem unbeschrénkt ist.

6.1.6 Die Startbasis

In Kapitel 3 wurde erklirt, dafl es im allgemeinen nicht so einfach ist, eine
zuldssige Startbasis zu finden. Deshalb wird zun#chst ein Hilfsproblem (5)
geldst. Dabei wurde fiir jede Gleichung eine kiinstliche Variable eingefiigt.
Dadurch wichst die Dimension des Problems natiirlich stark an.

Um mdglichst wenige kiinstliche Variablen einfiigen zu miissen, geht man
folgendermafen vor.

Habe das Problem inzwischen die Form

max cla (15)
st. Az<a (16) -
Bz =b. (17)

Fiir alle Gleichungen (17) miissen kiinstliche Variablen eingefiigt werden. Da
bei den Ungleichungen (16) sowieso Schlupfvariablen eingefiigt werden miissen,
kann man diese eventuell gleich in die Startbasis aufnehemen.

Dies ist genau dann mdglich, wenn die rechte Seite der entsprechenden
Zeile nichtnegativ ist. Am Ende der Phase I werden dann auch hier nur die
kiinstlichen Variablen entfernt.
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6.2 Version B

Wie bei der Version A sollen auch hier die wichtigsten Funktionen beschrieben
werden. Bevor wir die einzelnen Funktionen jedoch erldutern, miissen noch

einige wichtige Definitionen getroffen werden, da fiir diese Version der Begriff -
der Basis ein anderer ist.

Definitionen: Seien B und N die Spaltenindexvektoren wie sie in (3.1)
definiert wurden und sei @;, mit Ib; < @; < ub; eine Variable des linearen
Programms (9).

1. Gilt lb; = —oo und ub; = oo, so heifit @; freie Varia,ble.
2. Gilt Ib; = ub;, so heifit «; fizierte Variable.

3. Die Menge N der Nichtbasisvariablen ist unterteilt in die Mengen
N¢, Nj, Ny, Ni, wobei
Ny die Menge der freien Variablen,
N; die Menge der Nichtbasisvariablen z; mit @; = lb;,
N, die Menge der Nichtbasisvariablen ; mit @; = ub; und
N}, die Menge der fixierten Variablen darstellt.

4. Sei Ap eine Basismatrix, dann ist eine Basislosung @ definiert

durch
TN, = 0
ey, = lby,
‘N, = ubn,
zn, = lbn,
o5 = Ag(b- Ayay) (18)

5. Eine Basislosung « heifit zuldssig, wenn lbp < @p < ubp gilt.

An der Definition der Basislosung erkennt man, dafl im Gegensatz zur bishe-
rigen Basislosung, hier Nichtbasisvariablen nicht notwendigerweise Null sein
miissen. Dieser Unterschied macht sich natiirlich bei der Wahl der Pivotspalte
und der Pivotzeile bemerkbar.

Beginnen wollen wir nun wieder mit der- Transformation des allgemeinen
Problems (10).
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6.2.1 Transformation des Problems

Da Version B Probleme der Form (9) l6st, miissen nur die Ungleichungen des
gegebenen Problems (11) transformiert werden. Dies wird ebenso realisiert wie
es in (13) beschrieben ist.

Da die Variablen nicht in Ungleichungen transformiert werden miissen,
wird die Dimension des Polyeders nicht unnétig vergréfiert. AuBlerdem spart
man dadurch im Vergleich zu (14) bis zu 2n Gleichungen.

6.2.2 Wahl der Pivotspalte

Bei der Wahl der Pivotspalte miissen wir bei den Nichtbasisvariablen unter-
scheiden, ob sie Elemente von Ny, N;, N, oder Ny, sind.

Fixierte Variablen werden bei der Wahl der Pivotspalte gar nicht beriick-
sichtigt. Fiir die restlichen Nichtbasisvariablen aus N¢, N; und N, wird fol-
gendes gepriift.

Seien ¢eq und Cpeq die reduzierten Kosten. Optimalitit haben wir dann
erreicht, wenn

cred[t] = O fiir alle 7 € Ny,
Cred|?] 0 fiir allez € V; und
Credl?] 0 fiir alle 2 € N,

gilf.

Angenommen wir sind noch nicht optimal. Dann berechnen wir das Mini-

mum aus ming, min; und min,, wobei diese aus folgenden Mengen berechnet
werden

miny; := min —2—23% | ¢ € Ny und cpeqld) # 0}
ming = min {225 € N, und cpeals] > 0} (19)
min, = min{-Z=dd | N, und creali] < 0}.

Nun wihlen wir eine Pivotspalte s, so daf gilt

—_

_ Cred [S
Cred [S]

= min{min, min;, min, }.
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6.2.3 Wahl der Pivotzeile

Nachdem wir die Pivotspalte ausgewdhlt haben, miissen wir eine Pivotzeile
wahlen.

Im Gegensatz zur Version A muf nach einem Pivotschritt nicht unbedingt -
eine Nichtbasisvariable in die Basis gelangen.

Es kann auch vorkommen, daf} der Wert einer Nichtbasisvariablen von
einer ihrer Schranken auf die andere gesetzt wird, der Wert der Basisvariablen
dementsprechend gedndert wird und die Nichtbasisvariable trotzdem nicht in
die Basis gelangt. »

Seien s die gewidhlte Pivotspalte, c,eq die aktuellen reduzierten Kosten

und ps = Agl A.,, die entsprechende aktuelle Spalte, dann berechnet man die
Pivotzeile folgendermafen.

1. Sei cred[s] > 0, dann berechne fiir alle 7 = 1..m

00 falls ps[i] =0

flfB,-"'lB,-

v = =g falls ps[t] > 0
%L falls ps[i] < 0

2. Sei ¢eq[s] < 0, dann berechne fiir alle ¢ = 1..m

00 falls ps[i] =0

UB.—TRB.

b = —ar - falls ps[i] > 0

lg.—zp. 3
E‘ﬁ falls ps[i] < 0

Berechne nun das Minimum

¥ = min {.min Yiy Un, — lns} ;

i=1.m

Nun unterscheiden wir zwei Fille

1. Angenommen es gilt ¥ = co. In diesem Fall kénnen wir das Programmm

beenden, denn dann wissen wir, daf das gegebene Problem unbeschrankt
ist.

2. Gilt dagegen ¥ < o0, so setzen wir

zp = ap— Ups, falls ¢,eqs] > 0 und
xp = ap+ Ups, falls ¢.eq[s] < 0.
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Nun mufl noch gekldrt werden, ob die Nichtbasisvariable ng; nur von

einer ihrer Schranken auf die andere gesetzt wird oder ob sie in die Basis
gelangt.

Hierzu betrachten wir ¥ noch etwas genauer. Wir unterscheiden wieder .
zwei Fille

()

Gilt ¥ = u,, — l,,, dann setze den Wert der Nichtbasisvariablen
von 4, auf l,, bzw. von [, auf u,,, je nachdem welchen Wert die
Nichtbasisvariable zu dieser Zeit besitzt. Anschlieend aktualisiere
die beiden Mengen N, und Nj.

Gilt ¥ < u,, —l,, und sei z € {1,..,m} mit ¢, = ¥. Dann verldft
das z-te Basiselement die Basis und wird durch ng in der Basis
ersetzt. Zuvor erhilt die Variable, die in die Basis gelangt den Wert

Iy, + 0 falls ny € N,

D ¥ falls n, € N,
S U falls ny € Ny und cpeqfs] > 0
—W¥ falls n; € Ny und cpedfs] < 0.

Dann gelangt die Variable an die 2-te Stelle der Basis. Anschlieflend
miissen noch die Mengen Ny, Nj, Ny und N aktualisiert werden.

6.2.4 Die Startbasis

Genauso wie bei Version A kann man auch hier durch das Einfiigen von
moglichst vielen Schlupfvariablen die Dimension des Problems geringer hal-
ten. Habe das Problem die Form

max ¢l

st. Az <a
Bae=5b (20)
I<z<Lwu (21)

Fiir die Gleichungen (20) werden auch hier kiinstliche Variable eingefiigt.

Wir wollen nun die Ungleichungen betrachten.

Zunidchst weisen wir allen Variablen die Werte
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&g =l , wenn |lg| < |ug| und I > —o0
Tk i= Uk, wenn |lg| > |ug| und uk< oo
e :=0 , wenn [ = —o0 und ux= oo

zu. Anschliefend werden die Variablen den entspreéhenden Nichtbasismen-
gen zugeordnet.

Der Wert der Basisvariablen wird durch (18) berechnet. Deshalb betrachtet
man den Vektor
v=>0— AN(UN
Die Schlupfvariable, die der i-ten Ungleichung hinzugefiigt wird, kann ge-
nau dann in die Startbasis aufgenommen werden, wenn v; > 0 gilt.

Der Startwert der eingefiigten Schlupfvariablen ist dann v;. Ansonsten wird
die Schlupfvariable mit Wert Null hinzugefiigt. Schlupfvauablen diirfen gene-
rell nur nichtnegative Werte annehmen.

6.2.5 Phasel

In (3.1.3) wird erldutert, wie man eine zuldssige Startecke findet. Ein wichtiger
Schritt ist das “Hinauspivotisieren” der kiinstlichen Variablen aus der Basis.
Sind alle Nichtbasisvariablen Null, dann tauscht man Nullen gegen Nullen,
verdndert also die aktuelle Losung nicht.

Hier mufl nun noch gezeigt werden, dafl sich auch bei der Version B nach
einem solchen Tausch der Wert der Losung sich verdndert hat und die neue
Basislosung wieder eine zuldssige Basislosung ist.

Angenommen die r-te Basisvariable ist eine kiinstliche Variable und es gibt
eine regulire Nichtbasisvariable n,, mit (ZBIZN),.S 0,
Mit ¥ = 0 gilt dann die Basisvariablen werden aktualisiert durch

g =2+ Ups=uapg.

Der Wert der aktuellen Basisvariablen hat sich somit nicht gedndert.
Fiir die neue Basisvariable gilt

ln, + V=1, fallsn;eN

g =4 ma = ¥ =u,, fallsn,€eN,
B U= 0 falls ny € Ny und cyeqs] <0
—U= 0 falls ny € Ny und cpeqfs] > 0.
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Somit hat sich auch der Wert der neuen Basisvariablen nicht verdndert.
Da alle Variablen denselben Wert haben wie zuvor und die neue Basismatrix
wieder regulir ist, ist die neue Basislosung wieder zulissig.

Hier konnen die kiinstlichen Variablen also genauso aus der Basis “hin-
auspivotisiert” werden, wie es in der Version A geschieht.

6.3 Datenstrukturen

Im Wesentlichen beruht die Speicherung der Daten auf den Speicherstruktu-
ren, die im Rahmen von SoPlex [7] entwickelt wurden. SoPlex ist ein Programm
zum Losen allgemeiner linearer Programme, das R.Wunderling im Rahmen
seiner Promotion entwickelt hat. Neben der Speicherung der Daten wird noch

seine Einleseroutine fiir lineare Programme im MPS oder LP Format verwen-
det.

Auflerdem hat er eine Klasse entwickelt, die eine LU-Zerlegung von Matri- .

zen durchfiithrt und diese LU-Zerlegung mit Hilfe des Forest-Tomlin Verfahrans
zwischen den einzelnen Pivotschritten aktualisiert.

Die Basis- und Nichtbasisvariablen werden in Indexfeldern gespeichert, wo-
bei im Indexfeld fiir die Version B noch vermerkt wird, zu welcher der Mengen
Ni, Ny, Ny und Ny die Nichtbasisvariablen gehoren.

Die wichtigsten Funktionen sind

phasel() Lost das zum LP gehorende Startproblem
pivotspalte() Berechnet die Pivotspalte beziiglich der
A ersten Zielfunktion
pivotspalte(uyed,vred) . Berechnet die Pivotspalte bei der Opti-
mierung von u unter der zweiten Zielfunk-
tion v, wobei u,¢q und v,.q deren reduzier-
te Kosten sind.

pivotzeile() Berechnet die Pivotzeile

readFile(filename) Liest das LP ein (von SoPlex)

update() - Aktualisiert die Indexfelder der Basis- und
Nichtbasisvariablen und die LU-Zerlegung

transformLP () Bringt ein allgemeines Problem auf die

bendtigte Form fiir Version A bzw. Ver-
sion B.
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6.4

Der hier angegebene Algorithmus gilt fiir beide Versionen Version A und Ver-
ston B. Der Unterschied macht sich lediglich in den Funktionen transformLP(),

Algorithmus

pivotspalte(), pivotspalte(u, v) und update() bemerkbar.

Der Algorithmus hat nun die folgende Gestalt

1.
2.
3.

10.
Juckss

readFile()

transformLP ()

phasel(), wenn keine zuldssige Startlésung existiert STOP, denn dann

ist das Problem unldsbar.

. Solange nicht optimal und nicht unbeschrinkt beziiglich u

(a) pivotspalte()
(b) pivotzeile()
(c) update()

. Wenn unbeschriankt beziiglich u, STOP, denn das eigentliche Problem

ist unbeschrankt.

. Einlesen der zweiten Zielfunktion v

‘ Solangé nicht optimal und nicht unbeschrankt beziiglich v

(a) pivotspalte(vred, Ured)
(b) pivotzeile() '

(c) update()

. Wenn unbeschrénkt beziiglich v, dann gehe zu 14.

. Solange nicht optimal und nicht unbeschrinkt beziiglich —u

(a) pivotspalte(—uped, Vred)
(b) pivotzeile()

(c) update()
Wenn unbeschrénkt beziiglich —u, dann gehe zu 14.

Solange nicht optimal und nicht unbeschrénkt beziiglich —v
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(a) pivotspalte(—vped, —Uped)
(b) pivotzeile()
(c) update()

12. Wenn unbeschrankt beziiglich —v, dann gehe zu 14.
13. Solange nicht optimal und nicht unbeschrénkt beziiglich u

(a) pivotspalte(uped; —Vred)
(b) pivotzeile()
(c) update()

14. Ausgabe der Punkte der Projektion in ein File. STOP
Ersetzt man in

Schritt 7 VUped durch —uvyeq
Schritt 9 VUpeg durch —v,.qq
_ Schritt 11  —v,.¢q durch  vyeq
Schritt 13 —v,eq durch  v,¢q

)

so wandert der Algorithmus entlang der anderen Richtung der Projektion, wie
der oben angegebene Algorithmus.

Der auf diese Weise verdnderte Algorithmus wird dann gestartet, wenn in
einem der Schritte 7, 9 oder 11 Unbeschrinktheit festgestellt wird. Denn dann
wird durch das Betrachten beider Richtungen die gesamte Projektion zwischen
der Unbeschrénktheit festgestellt.

6.5 Problematik

Das grofite Problem, das bei der Implementierung auftrat, war das Auftre-
ten von Rundungsfehlern. So traten Rundungsfehler bei der Berechnung der
Inversen auf, so dafl das Programm nicht korrekt terminieren konnte.

Eine erste Abhilfe hat die Einfiihrung einer Variable eps geschafft. Jetzt
werden zwei Werte a und b als gleich angesehen, wenn fiir die beiden Werte
la — b| < eps gilt.

Dadurch lief der Algorithmus erst einmal stabiler. Es gab aber immer noch
einige Praxisprobleme, die den Algorithmus zum Abbruch zwangen. Dies lag
an dem Update der Basismatrix.
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Nachdem die Klasse von SoPlex fiir eine LU-Zerlegung und deren Update
eingebunden wurde, lief der Algorithmus stabil.

Der Schatteneckenalgorithmus eignet sich nicht zum schnellen Losen li-
nearer Programme, wenn man lediglich eine Zielfunktion betrachtet. Denn er
bendtigt im allgemeinen mehr Pivotschritte als andere Simplex-Verfahren und
muf} bei jedem Pivotschritt die reduzierten Kosten von zwei Zielfunktionen

berechnen. Fiir die hier betrachtete Problematik ist er allerdings sehr niitz-
lich.
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7 Darstellung und Diskussion der Ergebnisse

In diesem Kapitel sollen die Projektionen einiger Probleme aus der Praxis
aufgezeigt werden. Die Projektionen der verschiedenen Probleme sind sehr
unterschiedlich. Diese sollen nun ein wenig beschrieben werden.

In den folgenden Abbildungen sind die Projektionen der einzelnen Pro-
bleme dargestellt. Dabei kann man an der x-Achse die Zielfunktionswerte der
ersten Zielfunktion und an der y-Achse die Zielfunktionswerte der zweiten
Zielfunktion ablesen.

Die Punkte sind die Projektionen der wahrend der Berechnung der Projek-
tion berechneten Ecken. Dabei sind alle Punkte der Projektionen, die eine Ecke
darstellen, die Projektionen von Schattenecken. Alle iibrigen Punkte sind die
Projektionen von Ecken, die aufgrund der Degeneriertheit berechnet worden
sind.

Leider standen mir keine Probleme zur Verfiigung, die von vornherein zwei
Zielfunktionen aufwiesen. So habe ich auf verschiedene Weisen eine zweite
Zielfunktion konstruiert.

Zum einen wird als zweite Zielfunktion eine zufillige Zielfunktion erstellt,
die allen Variablen einen zufilligen Zielfunktionskoeffizienten zwischen -1 und
1 zuweist. Weiterhin wird die zweite Zielfunktion auch durch eine einzelne
Variable oder Ungleichung des Problems reprisentiert.

Dadurch daf die Zielfunktionskoeffizienten bei zufélligen zweiten Zielfunk-
tion zwischen -1 und 1 liegen, kann es vorkommen, daf} die Zielfunktionswerte

der zweiten Zielfunktion dementsrechend gering gegeniiber der ersten Zielfunk-
tion sind.

Die Projektionen der hier betrachteten Probleme haben die verschieden-
sten Formen. Es gibt sowohl Probleme, deren Projektion spitz ist (7.1), fast
rund ist (7.2), als auch eher rechteckige Projektionen (7.3), sowie unbeschrink-
te Projektionen (7.4).

Die Begriffe rund, spitz und rechteckig sind hier eher relativ zu sehen, denn
die Werte auf den beiden Achsen, die die Zielfunktionen charakterisieren, sind
nicht gleich.

Auflerdem wird deutlich, daf es sowohl einfach strukturierte Probleme (Ab-
bildung 13) gibt, so dal die Anzahl der Schattenecken gering ist, als auch
Probleme mit sehr vielen Schattenecken (Abbildung 26).

Degeneriertheit kann man immer. dann erkennen, wenn auf einer Strecke
die Projektionen mehrerer Ecken zu sehen sind (Abbildung 33).

In Tabelle 1 wird angegeben, wie die einzelnen, hier aufgefiihrten Probleme
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strukturiert sind, sprich aus wieviel Gleichungen, Ungleichungen und Variablen
sich die einzelnen Probleme zusammensetzen.

Ranges gibt die Anzahl der Zeilen an, die sowohl eine obere als auch eine
untere Schranke aufweisen.

Die Anzahl der berechneten Ecken gibt die Anzahl der verschiedenen Pro-
jektionen von Ecken der jeweiligen Projektion an. Bei der Projektion von un-
_beschrénkten Problemen gibt diese Zahl die Anzahl der berechneten Projektio-

nen von Ecken an, die errechnet wurden, bevor Unbeschranktheit festgestellt
worden ist.

Um einen Vergleichswert fiir die berechneten Projektionen zu erhalten,
wurden zufillige Probleme erstellt.

Da die zufélligen Probleme im allgemeinen aber voll besetzt sind, erfordern
sie einen groflen Speicherbedarf. Somit kénnen sie nur als Vergleichswert fiir
die kleineren Probleme herangezogen werden.

Ein einfach strukturiertes Problem ist das Problem afiro (Abbildung 13).
‘Fiir die Projektion wurden lediglich 12 Ecken berechnet. Bildet man zufilli-
ge Probleme derselben Grofle, sprich mit derselben Anzahl von Gleichungen,
Ungleichungen und Variablen kommt man zu folgendem Ergebnis.

Im Durchschnitt wurden bei der Berechnung der Projektionen der zufilli-
gen Probleme 54 Ecken berechnet. Die Projektionen der zufilligen Probleme
sind gleichm#fBiger als die Projektion des Problems afiro. Wihrend die Rro-
jektion von afiro relativ spitz ist, sind die Projektionen der zufilligen Pro-
bleme eher rund. Abbildung 14 zeigt die Projektionen zweier dieser zufilligen
Probleme.

Die 12 Ecken der Projektion von a firo bedeuten folgendes. Bildet man aus
den beiden bereits gegebenen Zielfunktionen durch Linearkombination eine
neue Zielfunktion, so befindet sich eine optimale Losung unter den bereits
berechneten Ecken, d.h. fiir jede Zielfunktion, die sich als Linearkombination
der beiden gegebenen Zielfunktionen darstellen 148t, ist eine der 12 Ecken eine
Optimallsung.

Die Anzahl der berechneten Ecken gibt also an, aus wievielen und vor
allem aus welchen Ecken eine Optimallosung berechnet werden kann, wenn
man nach einer Zielfunktion optimiert, die sich als Linearkombination der
beiden Zielfunktionen darstellen 148t.

Das komplexeste, hier betrachtete Problembeispiel ist das Problem fitld
(Abbildung 26). Es besitzt 4188 verschiedene Ecken. Die Projektion dieses Pro-
blems ist am ehesten rund. Daran erkennt man, dafl beim leichten Verédndern
der zu optimierenden Zielfunktion, wenn diese sich auf span(c, ¢) befindet, sich
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Pro- Gleich- | Unglei- | Rang- | Vari- | zweite ber. | Abb.
bleme ungen | chungen es | able | Zielfkt | Ecken | Nr.
adlittle 15 41 0 97 | zufillig 146 34
afiro 8 19 0 32 | zufillig 13 13
agg 36 452 0| 163 | zufdllig 185 21
agg2 60 456 - 0| 302 | zufillig 496 22
agg3 60 456 0| 302 | zufdllig 510 23
beaconfd 140 33 0] 262 0.Var 3 35
blend 43 31 0| 83|0.Var 40 | 36
boeingl 9 253 89 | 384 | zufdllig | 1238 24
boeing2 4 143 19 | 143 | zufillig 233 25
bore3d 214 19 0| 315 |0.Var 24 | 37
brandy - 166 54 0| 249 | 0.Var 318 38
capri 142 129 0| 353 |0.Var 123 39
€226 33 190 0| 282 9.Zeile 2607 31
etamacro 272 128 0| 688 | zufillig 986 32
{800 350 174 0| 854 | zufillig 370 17
finnis 47 450 0| 614 | 1.Var 23 40
fitld 1 23 0| 1026 | zufdllig | 4188 26
forplan 90 70 1| 421 | zufdllig 347 27
grow7 140 0 0| 301 | zuféllig | 1288 28
israel 0 174 0| 142 | zufillig 418 41
kb2 16 27 0 41 | zufillig 84 16
lotfi 95 58 0| 308 | 0.Var 239 42
recipe 67 24 0| 180 | 46.Var 47 33
sc1056 45 60 0| 103 | zufillig 101 18
sch0a 20 30 0 .48 | zufillig 44 19
scb0b 20 30 0 48 | zufillig 31 20
scagr’? 84 45 0| 140 | 0.Var 101 43
“scagr2b 300 171 0| 500 | zufillig 394 44
scfxm1 87 143 0| 457 | 0.Var 102 45
sharelb 89 28 0| 225 | zufillig 394 29
share2b 13 83 0 79 | zufillig 137 30
stocforl 63 54 0| 111 ] 1.Var 23 46
vtp.base 55 143 0] 203 | zufdllig 47 47
Tabelle 1: Ubersicht der betrachteten Probleme
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200- \\ aliro ~—
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Abbildung 13: Problem afiro

die optimale Ecke ebenfalls verdndert.

Vergleicht man das Problem share2b (Abbildung 30) mit zufilligen Proble-
men, so stellt man auch hier fest, dafl die Anzahl der berechneten Ecken bei
share2b (137) deutlich unter der der zufilligen Probleme (im Durchschnitt
258) liegt. Die Form der Projektion von share2b dhnelt aber im Gegensatz
zum vorherigen Beispiel stark den Projektionen der zufilligen Probleme (Ab-
bildung 15).

Vergleicht man die Probleme weiter, so sieht man, dafl die Projektionen
im allgemeinen ungleichmifig sind, d.h. der Abstand der benachbarten Ecken
‘der Projektionen zueinander ist nicht gleichm#fig. Zum einen gibt es eine
Anhiufung von Ecken und zum anderen sind einige Ecken “isoliert”. .

Gute Beispiele dafiir sind die Projektionen der Probleme boeing2 (Abbil-
dung 25), etamacro (Abbildung 32), forplan (Abbildung 27) und share2b
(Abbildung 30).

Wiihlt man als zweite Zielfunktion nicht eine zuféllige Zielfunktion sondern
eine einzelne Variable aus, nach der man optimiert, so sehen die Projektionen
gleich ganz anders aus.

Es féllt auf, daf die so erhaltenen Projektionen stark degeneriert sind, d.h. |
auf einer Strecke befinden sich die Projektionen etlicher Ecken.

Die Projektion des Problembeispiels recipe (Abbildung 33) zeigt dies deut-
lich. Hieraus 148t sich ersehen, daf§ diese Probleme etliche Lésungen besitzt,
beziiglich derer die entsprechende Variable der zweiten Zielfunktion optimal
ist.
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Abbildung 14: Zufillige Probleme fiir afiro

Aber auch bei anderen Zielfunktionen kann man solch eine Projektion be-
obachten. Ein Beispiel dafiir ist die Projektion von €226 (Abbildung 31). Hier
entspricht die zweite Zielfunktion der neunten Zeile der Nebenbedingungen
des Problems.

Jetzt soll noch angegeben werden (Tabelle 2), welche der Probleme unbe-
schrankte Projektionen aufweisen, und fiir welche Zielfunktion bei der Maxi-
mierung Unbeschréanktheit festgestellt worden ist.

Die im folgenden angegebenen Probleme sind in vier Klassen eingeteilt
worden. Zuerst werden die Projektionen der Probleme angegben, die eine
spitze Projektion aufweisen, danach werden die runden Projektionen gezeigt,
anschlieflend die rechteckigen, bevor schliefilich die Projektionen” der unbe-
schrankten Probleme aufgelistet werden.
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Abbildﬁng 15: Zuféllige Probleme fiir share2b

Probleme | unbeschrinkte Zielfunktionen
adlittle -cund ¢
beaconfd | -¢

blend -c

bore3d -C

brandy | -c

capri -c

finnis -C

israel -C

lotfi -cund ¢
scagr’ -c
scagr2d | -cund ¢
scfxm1 -c
stocforl | -c
vtp.base | -c und —¢

Tabelle 2: Ubersicht der unbeschrinkten Probleme
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7.1 Spitze Projektionen
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Abbildung 16: Problem kb2
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Abbildung 17: Problem fFfff800
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Abbildung 18: Problem sc1056
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Abbildung 19: Problem sc50a



7 DARSTELLUNG UND DISKUSSION DER ERGEBNISSE

1000

) sc50b ~or—

500

-500+

-1000-

T T T T T T T
-70 -60 -50 -40 -30 -20 -10

Abbildung 20: Problem sc50b
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7.2 Runde Projektionen
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Abbildung 21: Problem agg
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Abbildung 22: Problem agg2
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Abbildung 23: Problem agg3
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Abbildung 24: Problem boeingl
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Abbildung 25: Problem boeing2
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Abbildung 26: Problem fit1ld
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Abbildung 27: Problem forplan
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Abbildung 28: Problem grow7
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Abbildung 29: Problem sharelb
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Abbildung 30: Problem share2b
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7.3 Rechteckige Projektionen
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Abbildung 31: Problem e226
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Abbildung 32: Problem etamacro
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AbBildung 33: Problem recipe
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7.4 Unbeschrinkte Projektionen
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Abbildung 34: Problem adlittle
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Abbildung 35: Problem beaconfd
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Abbildung 36: Problem blend
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Abbildung 37: Problem bore3d
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Abbildung 38: Problem brandy
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Abbildung 39: Problem capri
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Abbildung 40: Problem finnis
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Abbildung 41: Problem israel -
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Abbildung 42: Problem lotfi
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Abbildung 43: Problem scagr?
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Abbildung 44: Problem scagr25.eps
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Abbildung 45: Problem scfxm1
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Abbildung 46: Problem stocforl

vip.base ——

135000
130000
125000+
120000+
115000+
110000

105000+

100000

100000 150000 200000 250000 300000 350000 400000 450000

Abbildung 47: Problem vtp.base
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