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Verbesserungen in der Laufzeitanalyse

des Simplexverfahrens

Karl Heinz Borgwardt, Gabriele Joas

Zusammenfassung

In dieser Arbeit verbessern wir die von Borgwardt [1] angegebene obere Schranke fiir die
durchschnittliche Laufzeit des Simplexverfahrens zur Losung von Problemen der Art

T

max v’
unter a’{xgl,...,aixgl
mit v,z,a1,...,a,, EIR®" und m > n.

Wir beschranken uns dabei auf den asymptotischen Fall, d.h. auf Probleme mit einer
sehr grolen Anzahl m (m — oco) von Restriktionen bei festgehaltenem n. Die bekannte
Schranke kann hier um einen Faktor 1/,/n verbessert werden.



Einleitung

Wir betrachten Probleme der Form

max vz
unter a; z < 1,...,aTz <1
mit v,z,a1,...,a, € R" und m > n.

In dieser Arbeit analysieren wir einen Gesamtalgorithmus von Borgwardt [1], der Proble-
me obiger Art 16st, indem er sukzessiv n —1 Unterprobleme der Dimensionen k=20
bearbeitet. Ergebnisse einer Stufe dienen als Startwerte in der nachst hoheren. Jedes der
n — 1 Unterprobleme l6sen wir mit einer bestimmten Variante des Simplexalgorithmus,
der Schatteneckenvariante, die einer Modifikation des Gass-Saaty-Algorithmus [2] na-
hekommt. Nach Stufe n — 1 liegt eine Ecke des urspriinglichen Problems vor, d.h. die
Phase I des Simplexalgorithmus ist abgeschlossen. Die letzte Stufe entspricht dann seiner
Phase II.

Fiir alle erfolgreichen probabilistischen Untersuchungen des Simplexalgorithmus diente
die Schatteneckenvariante als Grundlage. Borgwardt [1] zeigte, dafl die durchschnittli-
che Laufzeit dieser Variante in jeder einzelnen Stufe polynomial ist, falls die Inputdaten
ai,...,am,u und v unabhingig, identisch rotationssymmetrisch verteilt sind. Demnach
besitzt auch der Gesamtalgorithmus eine polynomiale Oberschranke.

Diese Untersuchungen wurden zum einen fiir Probleme mit einer moderaten Anzahl m von
Restriktionen, zum anderen fiir solche mit sehr vielen Restriktionen durchgefiihrt. Bei letz-
teren stellte man Grenzbetrachtungen (m — oo) bei festem n an. In beiden Fillen konnte
also eine (in m und n) polynomiale obere Schranke angegeben werden. Die asymptoti-
sche Oberschranke ist schirfer als die im moderaten Fall. Im Gegensatz zum moderaten
Fall miissen hier namlich nicht alle Dimensionspaare (m,n) betrachtet werden, so daf} die
Abschitzungen technisch einfacher sind. Empirische Tests zeigen, dafl die asymptotische
Oberschranke das wahre Laufzeitverhalten sogar besser wiederspiegelt.

In diesem Paper greifen wir den asymptotischen Fall nochmals auf, und verbessern die
obere Schranke hierfiir um einen Faktor 1//n.

Als Vorbereitung dazu wird im ersten Kapitel der Schatteneckenalgorithmus aus primaler
und polarer Sicht vorgestellt.

Im darauf folgenden Abschnitt wird die Relevanz des Schatteneckenalgorithmus fiir den
Gesamtalgorithmus erortert.

Um nun eine probabilistische Untersuchung durchfithren zu kénnen, mufi der Wahrschein-
lichkeitsraum der Inputdaten spezifiziert werden, was zu Beginn des 3. Kapitels geschieht.
Danach zitieren wir die Ergebnisse von Borgwardt und erlautern ihren Zugang.

Der vierte Teil beinhaltet die Verbesserung der oberen asymptotischen Schranke.
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Zuletzt weisen wir nach, daf fiir bestimmte Verteilungen, z.B. fiir die Gleichverteilung auf
der Sphire, die asymptotische Ober- und Unterschranke die gleiche Groflenordnung in m
und n besitzen, d.h. daf} die Schranken scharf sind.

Bei allen Betrachtungen wurde besonderer Wert auf die dahinterstehende Geometrie gelegt,
da sie sehr viel zum Verstandnis der Vorgange im Simplexverfahren beitragt.



1. Der Schatteneckenalgorithmus

Da die Phase I des Gesamtalgorithmus wesentlich auf seiner Phase II aufbaut, erklaren
wir zunachst die Funktionsweise der Phase II, und veranschaulichen die dahinterstehende
Geometrie.

Wir beschaftigen uns von nun an mit Problemen der Form:

max vz

2 4 e
unter @7z =<l...u,ex]1 (1:1)
mit v,z,a1,...,a4, € IR" und m > n.

AuBerdem sei ein sogenannter Startvektor u € IR (seine Bedeutung wird spater erklart)
gegeben. Die Einfithrung des Vektors u in diesem Kapitel ist didaktisch zur Erlauterung
von Phase II niitzlich. Wir werden an anderer Stelle noch sehen, wie sich dieser Vektor
implizit aus der Problemstellung (1.1) ergibt, und damit den Gesamtalgorithmus pragt.

Alle unsere Probleme sollen eine gewisse Nichtentartungsbedingung erfiillen, d.h.:

Je n + 1 Elemente aus {ay,...,an} sind in allgemeiner Lage
(primale Nichtentartung), und jede n-elementige Teilmenge von (1.2)
{ai,...,am,u,v} ist linear unabhangig (polare Nichtentartung).

Solche Probleme kénnen durch den Simplexalgorithmus gelost werden.

Mit X := {z € R" | a{z < 1,...,al 2 < 1} bezeichnen wir den Zulissigkeitsbereich
des Problems, der ein Polyeder darstellt, und deshalb primales Polyeder genannt wird.
Y :={yecR"|yTz <1 Vz e X} ist das dazugehorige polare Polyeder. Y kann auf
folgende einfache Art und Weise charakterisiert werden.

Lemma 1: Y = KH(0,a,...,a,), wobei KH die konvexe Hiille bezeichnet.

Zum besseren Verstindnis wird in Abbildung 1 ein primales und sein polares Polyeder
dargestellt.

Das folgende Lemma verdeutlicht den Zusammenhang zwischen Primal- und Polarraum.
Hier bezeichnen wir mit A := {Al,... A"} C {1,...,m} eine n-elementige Indexmenge.

Lemma 2: Sei za eine Ecke von X und L(A) die konvexe Hiille aller aa:, At €
{1,...,m} mit al;za = 1. Dann ist £(A) eine Facette von Y.

Definition 1: X(A) heifit Randsimplex von Y.
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Abb. 1

Unter unserer Nichtentartungsannahme sind in jeder Ecke #a genau n Restriktionen straff,
der zugehorige Randsimplex ¥(A) wird also von genau n Vektoren aufgespannt.

Wir wollen nun die Funktionsweise des Schatteneckenalgorithmus geometrisch erlautern.

In Abbildung 2 sehen wir Simplexpfade, die der Schatteneckenalgorithmus zum einen im
primalen, zum anderen im polaren Polyeder generiert.

Abb. 2

Man stelle sich zunachst das primale Polyedér X auf span(u,v) projiziert vor. Dann
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werden diejenigen Ecken von X, deren Bilder I'(z) unter der orthogonalen Projektion T’
auf span(u,v) wieder Ecken (jetzt des projizierten Polyeders) sind, Schattenecken genannt.

Angenommen, Phase I des Simplexalgorithmus sei bereits abgeschlossen, und eine Ecke zg
aus X liege vor. Dann soll diese Ecke die gegebene Zielfunktion uT¢ auf X maximieren.
Wenn nun w den kleineren Winkel zwischen u und v iiberstreicht, erhalten wir eine Folge
von Ecklosungen, die zudem Schattenecken sind. Sei dies die Folge zg,...,2z,. Fiir jedes
Zo,...,%s gibt es dann ein w; € span(u,v) \ {0}, so dafl wlz; = maxyexwle, Vi=
0,...,8 D(x;) und I'(z;41) sind dabei in T'(X) benachbart.

Eine derartige Folge kann auch konstruiert werden, wenn vT ¢ keine Losung besitzt. Dann
ist , der Optimalpunkt zur letzten beschrankten Zielfunktion wlz, w € span(u,v). In
diesem Fall inzidiert z, mit einem unbeschrankten Strahl, der vT z immer weiter verbessert.
Das folgende Lemma besagt, dafl die Folge der so generierten Schattenecken tatsachlich
einen Simplexpfad darstellt, wie ihn die Phase II erzeugen soll.

Lemma 3: Seien 9,21, ...,%, die maximalen Ecken bzgl. wlz,wiz,... ,2wlz mit wy =
u und arc(w;, v) > arc(wit1,v) firi =0,...,5 — 1. Dann gilt: vTzi > vl

Nun betrachten wir die Wirkungsweise des Schatteneckenalgorithmus im polaren Polyeder.
Hier starten wir im Vektor  und bewegen uns entlang span(w,v) in Richtung v. Bei dieser
Bewegung schneiden wir Randsimplizes (A des polaren Polyeders Y. Jeder Randsimplex
wird von genau n Vektoren, die eine Basis des IR" bilden, aufgespannt. Beim Ubergang von
einem Randsimplex zum nichsten miissen wir einen Pivotschritt ausfithren, d.h. ein Vektor
verlaft die Basis, wihrend ein anderer sie betritt. Diese Vektoren werden Austritts- bzw.
Eintrittsvektoren genannt. Bei v angekommen, liegen der optimale Randsimplex und
die optimale Basis vor, oder man stellt die Unbeschranktheit des Problems fest. In beiden
Fallen bricht dann der Algorithmus ab.

Das Lemma 4 fafit die Ergebnisse fiir den polaren Fall zusammen.

Lemma 4: Die Randsimplizes, die von KK(u,v) = {y |y = Au+pv,A 2 0,p 2 0} C
span(u,v) geschnitten werden, kénnen eindeutig in einer Folge ©(Ay), . .., B(A,) angeord-
net werden, so daB gilt: A; # Aj fiir 1 # j, Ai und Aiy unterscheiden sich in nur einem

Element, und arc(z;,v) > arc(zit1,v) fiir jedes Paar (2iy zig1) mit z; € T(A;)N span(u,v)
und zi41 € (A1) N span(u,v).

2. Der Gesamtalgorithmus

Aufbauend auf Phase II, beschreiben wir nun, wie der Gesamtalgorithmus, also Phase I
und Phase II, funktioniert.

Dazu definieren wir fiir k =1,...,n die projizierten LPs I:
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max v1z (2.1)
unter af'z: < 1,...,0312‘: =1
und 21 =0,....2" =0

mit v,z,a1,...,8,; €EIR" und m >n.
Den zu I} gehorigen Zulassigkeitsbereich bezeichnen wir mit Xj.

Die primale Version des iterativen Gesamtalgorithmus lauft dann folgendermafien ab:

(2.2) Gesamtalgorithmus:

1) Beginne mit & = 2, und finde eine Ecke von X5.

2) Finde eine maximale Ecke (2!,2%)7 von I durch Anwendung des primalen Schat-
teneckenalgorithmus. Falls es keine Losung gibt, gehe zu 7).

3) Falls k = n, gehe zu 8). Setze k =k + 1.

4) (2',...,2%71,0...,0)7 sei eine Optimallésung von It _;. Dann liegt dieser Vektor auf
einer Kante von X. Suche nun eine Ecke (z',...,2%,0,...,0)7 auf dieser Kante.

5) Wende den Schatteneckenalgorithmus auf Iy an, wobei die Projektionsebene durch
den k-ten Einheitsvektor ex und v aufgespannt wird. Falls keine Losung existiert,

gehe zu 7).
6) Gehe zu 3).
7) Das Problem ist unbeschrankt. Gehe zu 9).
8) (z',...,2™)7T ist Optimalecke.
9) STOP.

Bemerkung 1: Im folgenden fassen wir X immer als ein Polyeder im IR* auf, und nicht
als ein k-dimensionales Polyeder, das in den IR" eingebettet ist. Wir haben es dann nur
mit k-dimensionalen Vektoren zu tun, wodurch die Schreibarbeit erleichtert wird. Durch
diese Sicht der Dinge machen wir keinen Fehler in der folgenden Argumentation.

In Abbildung 3 ist ein Iterationsschritt des Gesamtalgorithmus von Stufe 2 auf Stufe 3
dargestellt.

Bemerkung 2: Schritt 1) des Gesamtalgorithmus ist einfach zu realisieren. Wir wissen,
dafl der Ursprung fir unsere Probleme I, ..., I, zulidssig ist.

Zu I, fiigen wir die flexibel orientierten Hilfsrestriktionen —ef 2 < 0 und —el'z < 0 hinzu.
Diese sind in 0 straff, so dafl —e; und —e; eine Startbasis im IR? ist. Ziel ist es nun, erst e,
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Abb. 3

Abb. 4

und dann e, aus der Basis zu entfernen, und dafir 0riginalrest-riktionsvektorcn 7 A
aufzunchmen. Dabei spielt es keine Rolle, ob die Bewegung in Richtung e; oder —e; bzw.
es oder —e, erfolgt. Gelingt der Austausch, liegt eine Ecke des Polyeders X in einem der
vier Quadranten vor, und die Hilfsrestriktionen konnen vergessen werden (vgl. Abb. 4).

Ist dieser Austausch der Hilfsrestriktionen gegen die Originalrestriktionen nicht moglich,
s0 ist I», und somit das Gesamtproblem, unbeschrankt (vgl. Abb. 5).

Der Grund fiir die Einfithrung eines solch komplizierten Dimensionssteigerungsalgorithmus
liegt in seiner guten probabilistischen Auswertbarkeit, worauf wir spater noch eingehen
werden.



Abb. 5

Eine ausfithrliche Beschreibung des Schatteneckenalgorithmus sowie die Beweise zu den
angegebenen Lemmata findet man in Borgwardt [1].

3. Probabilistische Analyse

3.1 Der Wahrscheinlichkeitsraum

Um eine probabilistische Analyse durchfithren zu konnen, miissen wir ein stochastisches
Modell zugrunde legen. Dazu betrachten wir die Matrix der Inputdaten

= B(m+2)n

des Problems (1.1). Nun fassen wir A als Zufallsvariable im Wahrscheinlichkeitsraum
(R(™+2m A P) auf. Dabei ist A die o-Algebra der Lebesgue-meflbaren Mengen des
IR(M+2)7 und P ein Wahrscheinlichkeitsmaf} , das auf A definiert ist. P ist ein Produktmaf}
aus m+2 Maflen des IR", denn wir fordern:

ay,...,am,u,v sind
-unabhangig
-identisch (3.1)

-rotationssymmetrisch im IR™ \ {0} verteilt.
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Diese Verteilung im IR ist eindeutig durch ihre Radialverteilungsfunktion F’
F:[0,00) = [0,1] , F(r):=P(|z|| <)
bestimmt. Im folgenden untersuchen wir nur Verteilungen mit beschranktem Trager.

Was nun interessiert, ist die durchschnittliche Anzahl der Pivotschritte, die der Schat-
teneckenalgorithmus zur Losung von linearen Optimierungsproblemen des Typs (1.1) unter
diesem Verteilungsmodell benotigt.

3.2 Eine Integralformel

Wie in Kapitel 2 erlautert, lauft der Gesamtalgorithmus in n-1 Stufen (Dimensionen 2
bis n) ab. Jedesmal wird der Schatteneckenalgorithmus angewandt. Der Gesamtaufwand
errechnet sich als die Summe der Pivotschritte in den einzelnen Stufen und der n Schritte
fiir die Dimensionsanderung.

Wir berechnen zunachst den Aufwand in einer einzelnen Stufe. Dafiir bietet sich die
letzte an, bei der die Ebene span(e,,v) benutzt wird. Dies entspricht der Berechnung des

Aufwandes in Phase II.

Sei S die Anzahl der Randsimplizes von Y, die von span(e,,v), oder allgemeiner von
span(u,v) geschnitten werden, und s sei die Anzahl der Pivotschritte in Stufe n. Dann
gilt:

858

En.n(S) bezeichne den Erwartungswert fiir S und liefert eine obere Schranke fiir die mitt-
lere Anzahl der Pivotschritte. Es gilt:

Epm (S) =erwartete Anzahl der A‘s, so dal £(A) Randsimplex von Y ist und von
span(u, v) geschnitten wird
=(Anzahl der Kandidaten fiir A) - (Wahrscheinlichkeit, daf der Kandidat
A = {1,...,n} beide Bedingungen erfiillt)
=(") - P(KH(ay,...,an) erfiillt beide Bedingungen)
=(")- [ --- [ P(3(A) ist Randsimplex) -P(Z(A) N span(u,v) # @)
R IR™

m

dF(ay)...dF(a,)dF(u)dF(v)

An dieser Stelle niitzen wir aus:
span(u,v) N KH(aa1,...,aan) # 0 <=
3 zwei Seitensimplizes KH(aa1,...,aai-1,aai+1,...,aan) und
KH(apt,...,Gpi-1,07i+1,...,0an) mit
KH(aat,.-.,apni-1,api+1,...,0an) Nspan(u,v) # 0 und

KH(aat,...,api-1,a7i+1,.. .,aan) N span(u,v) # 0
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L e N2

=+ Bu.alS) :(T:) . g f / P(X(A) ist Randsimplex)-
R R~
P(KH(aa1,...,apn-1) N span(u,v) # §)dF(ay). .. dF(ay)dF(u)dF(v)

Die Auswertung dieser Integralformel ist sehr kompliziert und wird in Borgwards [1] aus-
fihrlich besprochen. Entscheidender Trick dabei ist die Abschétzung des Quotienten

EyinlS)
Emn(Z)

mit

Enmn(Z)=("") [ --- | P(2(A) ist Randsimplex) - P(IR*v N £(A) # )
()]
dF(ay)...dF(ay)dF(u)dF(v).

Durch dieses Vorgehen konnte Borgwardt schlielich polynomiales Laufzeitverhalten des
Schatteneckenalgorithmus beweisen.

3.3 Bekannte Ergebnisse

In diesem Abschnitt geben wir Ergebnisse an, die wir erhalten, wenn wir die Integralformel
fir Emn(S) auswerten. Die Sdtze 1-3 werden in Borgwardt [1] ausfithrlich bewiesen.
Mit &hnlichen Beweismethoden kann man dann analog dazu den Satz 4 zeigen. Hier
spielen, wie auch im Satz 2, die projizierten Verteilungen, die in den einzelnen Stufen des
Gesamtalgorithmus entstehen, eine entscheidende Rolle. Wir verzichten an dieser Stelle
auf die Darstellung der Beweise.

Fur alle Verteilungen, die der Bedingung (3.1) gehorchen, gilt:

Satz 1: 1 a
Emn($) S Empn(S) S m™T n 7 (14 )

Satz 2: Der durchschnittliche Aufwand fiir den Gesamtalgorithmus betrigt héchstens
e 4 2 en
m"-l-(n—l—l) 3?1’(1-{-?)

Pivotschritte.

Satz 3: Im asymptotischen Fall gibt es eine Funktion cp(m,n) mit er(m,n) — 0 fir
m — oo und festes n (F induziert dabei eine Abhingigkeit von der Verteilung), so daf

Epmn(3) € Epmn(S) £ m™T -n? - 21 - (14 ep(m,n)).
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Satz 4: Im asymptotischen Fall gibt es eine Funktion ép(m,n) mit Erp(m,n) — 0 fur
m — oo und festes n, so daB der durchschnittliche Aufwand fiir den Gesamtalgorithmus
héchstens

ma=T -n®.2r - (14 Ep(m,n))

Pivotschritte betragt.

Die Ergebnisse der Séatze 2 und 4 erhalten wir durch die Berechnung der erwarteten Anzahl
der in den einzelnen Stufen geschnittenen Randsimplizes. Diese Grofien bezeichnen wir mit

BiniliS%), % =856 Baglts

Satz 5: ; \ .
Emo(S*) < m7=T -n-k'f-\/n—l-(1+~2—)-?r, fiir k > 3,

Eynl8®)< m7T -n-4

im moderaten Fall, und

Emn(S¥) < m™T - k% V21 (14 ép(m,n)), firk>3

Emn(S?) <m™=T -n-4

im asymptotischen Fall (ép(m,n) — 0 firm — oo und festes n).

4. Verbesserung der asymptotischen Schranken

4.1 Geometrische Beobachtungen

In diesem Abschnitt soll nochmals die Geometrie des Schatteneckenalgorithmus untersucht
werden, mit dem Ziel, die bestehenden Schranken fiir den Gesamtalgorithmus zu verbes-
sern.

Beim Ubergang von IRF~! auf IR gemif Gesamtalgorithmus (2.2), entsteht primal die
folgende Situation (vgl. Abb. 6):

.

Mit #;_; bezeichnen wir den Optimalpunkt von Ix_1, der auf einer Kante von X liegt.
Sei &), eine Ecke auf dieser Kante. Von &) aus bewegen wir uns in Richtung 7x(ex) bis zur
7x(v)-optimalen Ecke ; u.s.w. Um plausibel zu machen, daf3 diese Vorgehensweise auch
das Gewiinschte liefert, gehen wir wieder in den Polarraum.

Dort entspricht #;_; einem Randsimplex Tr—1(KH(aa1,...,aa%-1)) im IR*1, der von
IR*tmi_y(v) geschnitten wird. Dann ist mr(KH(aa1,...,a5k-1)) im Rand von 7k (Y)
enthalten. mx(KH(aa1,...,aas-1)) ist also Seitensimplex von mindestens einem, aber
héchstens zwei Randsimplizes von 7 (Y'). Es gibt nun einen Vektor a;, 2 & LB e AR
so daB mr(KH(aatr,...,aar-1,a;)) Randsimplex (entspricht primal ;) von mi(Y) ist.
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Abb. 6

Der k — 2-dimensionale Randsimplex 7x_;(KH(aa1,...,aak-1)) von mx—1(Y) wurde ja
von IR*mx_1(v) geschnitten. Dann wird natiirlich der k — 2-dimensionale Seitensimplex
Trk(KH(aﬁl, P ,aAn-1)) = KH(?Tk(aél ), .y wk(a&k-l)) des Trk(KH(aal, e dak—1, a,;))
von span(mg(v), mx(ex)) geschnitten.

span(mk(v), Tk(ex)) schneidet dann erst recht mx(KH(aa1, ..., aak-1, a;)). Also kénnen wir
jetzt den Schatteneckenalgorithmus innerhalb der Ebene span(mg(v), 7x(ex)) anwenden.
Wiederholte Durchfithrung der Prozedur liefert schlieBlich den optimalen Randsimplex
von Y, falls es einen solchen gibt.

ACHTUNG!!

#1 ist nicht notwendigerweise optimal bzgl. (”"‘n'(”)) in Xj. Unter Umstanden konnen
sogar relativ viele Pivotschritte notig sein, um von T zZum (W"‘D‘{U))—Optimum in Xy
zu gelangen, wie Abbildung 7 verdeutlicht. Dabei sind prinzipiell diese zwei Falle zu
unterscheiden.

In beiden Fallen ist der Pfad von Z; zum Optimum bzgl. (“"‘01(")) in X verhaltnismafig
lang. Im Fall 2 wird diesér Pfad %edoch nicht durchlaufen, da sich der Schattenecken-
algorithmus ausgehend von (”"“Dl(v) direkt in Richtung mx(v) bewegt. Die Anzahl der
Pivotschritte im Fall 2 ist demnach wesentlich kleiner als der im Fall 1. Da wir eine obere
Abschatzung fiir die Pivotschrittzahl angeben mochten, konnen wir unsere Betrachtungen

auf den ungiinstigen Fall 1 beschrinken.

Bemerkung 3: Auf der Ebene span( (™ ‘01(")), 7k (ex)) gelangt man zu allen interessanten
Stellen, namlich: Zg_;, &k, Optimum bzgl. (”*'0‘(")) in Xg, T} und eg.
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Abb. T

Um die Anzahl der Pivotschritte des Gesamtalgorithmus zu ermitteln, studieren wir zu-
nachst, was in einer Dimension, sagen wir der k—ten, passiert (vgl. Abb. 7).

Wir kénnen nun den Pfad von #x_; nach Zj in zwei Teilpfade aufteilen (Fall 1!).

Pfad 1: Vom Optimum bzgl. (”"‘01("’)) in Xy zu &y

Pfad 2: Von Z;_1 zum Optimum bzgl. (’““0‘(")) in Xj

Abb. 8

Satz 5 liefert uns eine obere Schranke fiir die vom Vollkreis geschnittenen Randsimplizes
in fester Dimension k. '
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Darauf aufbauend versuchen wir nun Aussagen iiber die durchschnittliche Anzahl der von
Pfad 1 bzw. Pfad 2 geschnittenen Randsimplizes im Polyeder X} zu treffen.
4.2 Untersuchungen zu Pfad 1

Wir mochten nun nachweisen, dafl die durchschnittliche Anzahl der Randsimplizes, die
von KK( (“*‘C}(”]),Wk(v)) im Polyeder X; geschnitten werden, proportional zum Winkel

zwischen (”"‘0‘(”)) und 7g(v) ist, wenn nur eine stochastische Unabhangigkeit zwischen
ay,...,am und v besteht. Diese Grofle bezeichnen wir mit Em,ﬂ(sf&f&dl). Wir kénnen
dann den folgenden Satz formulieren.

Satz 6: ai,...,a, und v gehorchen unserem Verteilungsmodell. Dann gilt:
Emn(s55001) = = - Ema(S%) - E mi-1(v)
m,n(SPfam) =g mn(S) * (ﬂrc( 0 a‘?fk(v))),

wobei E(arc((“"‘ol(”)),?rk(v))) der erwartete Winkel zwischen (™=}")) und mi(v) ist.

Dieser Satz kann in den folgenden 12 Teilschritten bewiesen werden, auf deren Ausarbei-
tung hier aus Platzgriinden verzichtet wird.

Beweis: Zunéchst fithren wir fiir den Beweis wichtige Groflen ein.

& = wi(T)

. z—(zTy) -y k
Wt A = eR
=1 = Ty

#r_1(z,y) ist der normierte Projektionspunkt von z auf y* (y sei bereits normiert!).
wi i=wrN{z e R* | 2F > 0} =wi N {z €e R* | 2Te; > 0},

wobei wg := {z € IR* | ||z]| = 1}, also die Oberfliche der Einheitskugel Q4 im IR*
bezeichnet.
wi(u) :=weN{z € R* | 2Tu > 0}

FF ist die Verteilungsfunktion der projizierten Variablen in Stufe & des Gesamtalgorith-
mus. Mit I bezeichnen wir die Indikatorfunktion. Durch RS kiirzen wir das Ereignis

WKH(Ey, ..., &) ist Randsimplex® ab.

k1(z) :=KH(&,. .., £ ) ist Randsimplex A
KK(fSl: ‘e :£k—1 ) N I(]K(gm-i—] 1 %k--l (§m+1 1 T)) N Wi ?é @
KQ(M) =MnN KK(me, ﬁk—1(§m+1=5m+2)) N wg 7& 0

Es gilt nun:
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k
Em,n(ﬁpfam )=

:(m),k./ / ] L (o) (@1, -ty )dF* (1) .. dF¥ () dF*(5)
k + JIRFE R*

2
(Q(m) 3 / f / Ly, ( oo lm, 0)AF*(a1) ... dF* (a )dF*(0)
k 2 +(a) JRA i
G (m\ k- - ) -
dFk(ax) - dF*(ap)dF*( )dF"( ) |

( ) ) -
ul ( ) / / / / n1(£m+2)(al,.,,1am,uju)
RF R* Juwy i .

dF*(5)dF*(a@)dF*(a). .. dF"‘(am)

k % 5
m)__'/ / Irs(@1,. ., am)"
R* R

// Ly (KK (€1, Ex 1))(a1,...,&m,ﬁ,ﬁ)dF“(ﬁ)dF"(ﬁ)dF"(&l)...dF"(&m)
wr Jw; (1)

@ -—-/ / IRS(al,...,am)-W(al,...,ak_l)'??(Span(al;---aak—l))
k 2 iz Rk
dF*(a,)...dF*(a,) mit
o) = | f Lusony(ny- i, 8, @) dF*(8)dF*(8)
Wk w

=4

(‘"’( ) / / Trs(a, .. am) - W(a, ..., ak—1)dF* (1) ... dF*(an)-
R* m*

n(span(ay,...,ak—1))

vii) 1 “ 5
WL B, (5 n(span(an,.... 4-1)

viti) 1 o 1 . T
= )5 Emn(SY) / /+( )/ Ier g, 500eT #4162 6a)<0(6: 0y @)dF*(8)dF" (0)dF* (@)
W U W

(iz) 1 : A ‘ A
— 9 Em’"(Sk) "L / IH?EQ>UAE?ﬁ'k—l(f‘zsek)<0(61 U)th(é)dFk('”)
wl(er) Jwe

1
(i)%-Em,n(S")-K-/ f Ty (6,0%)dF*(6) (1 — (v*)2) T dv*  und
0 W

P /\k—z(_wk—l)
)\k—l(wk)
/1 — £2 /1 — £2
K3 1= {;F(ek_l 521 Ez) >0 A {']T?Ark_].(ek_l “;_21 £2 ,ek) <0
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& 1 _
S () K- [ [ 1600401~ 05 ot una
0 W

(51 /1_ kN2
(U) A62<U

Kyq 1= >

|62 vk
zii) 1 FZ gkt
(=)_'Emn(5k)'1{°/ Z  _ (sinyF 1)k k-l
2 : 0 2r
1 - Trk—1(v
—_-5'-Emr:.,n(Sk)'I1 ( 1( ) )))

0

Lemma 5: Der erwartete Winkel zwischen (“'0‘(”)) und wi(v) ist von der Ordnung

Beweis: Der erwartete Winkel hingt nur von v* ab. Sei 0.B.d.A. ||7x(v)|| = 1. Es gilt:

vl siny!  sing? ... sinyF!

v? cosy! siny? ... sinvyk-
k e

v cosyF~1

— v¥ =cosy¥"! und arc( (ﬂ.kv(;(v)) ,Te(v)) = 90° — 451

Die Randverteilung D von v*~1

Dzvr fow o fnrr fop 4 Sin’](z o (sin”yk_l)kq?d’yk_ld’yk_? o d’]/l
1‘027r fufr PR Lﬂ fnﬂ‘i’ 1-sin »}/2 L (sin .-}(k—l)k—-Qd,Yk—ld-yk—'Z o d’)/l

ist:

D(p) =

Hieraus ergibt sich die Randdichte d fiir v¥~' als:

(sin p)*=*

fﬁﬁ(sin .},k—l )k—Qd,yk—l

d(p) =

Der Einfachheit halber berechnen wir zunachst E(cosy*~1).

f{)% cos k=1« (sinyk1)k—2gyk=1
JoE (sinyk=1)k=24yk-1

E(cosv*1) =

Betrachtung des Zahlers:

e k—1k—1%_. 1 i Mgy | 1
—7 (sinr) ] =g—g gl =



Betrachtung des Nenners:

(vgl. Borgwardt [1])

— E(cosk_l) =

1
Ol—=
(\/Tc')
Es gilt: E(cosv*~!) = E(sin(90° — v¥=1)). Auflerdem: sinz > 22 firz e [0,F).
2 2
~» B(cosy*t) = E(sin(90° — 7*71)) 2 B(Z(90° —4*71)) = ZE(90° —7*7)

— B(arc( (“"'1("’)) ma(v))) = E(90° —4*71) < S B(cos7*™) = O

0 )

.t
Vk
Korollar: Die erwartete Pivotschrittzahl im Pfad 1 betragt im moderaten Fall
B(s%j0q1) < Cy-m™T n-k-v/n—1 firk>2
Fiir m >>n > k gilt:
E(s%qq1) < C2-m™T -V -k (1+ Ep(m,n))

ér(m,n) ist dabei die Funktion aus Satz 5. C, und C, sind von m und n unabhangige
Konstanten.

4.3 Untersuchungen zu Pfad 2

In Abbildung 9 stellen wir die primale Situation im Pfad 2 noch einmal dar.

0.B.d.A. gelte: (4.1)
me(a)Tza =1 re(ay)Tza, =1
tr(ar—)Tza=1 " m(ap)Tea =1
mi(ar)Tza =1 me(ar)Tzar < 1
mr(ar+1) @a < 1  melagsr)Tzar=1

18
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Iy 21
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~ Abb. 9
Wir setzen: z := za, — za € IR*. Dann folgt:
mr(a1)Tz =0
mr(ag—1)Tz=0 (4.2)

wk(ak)Tz <0
Trk((lk_l_l )TZ >0

AuBerdem gilt:

ip
(”"‘1(“}) za > 0, da der Ursprung zuléssig ist, und die Zielfunktion bereits verbessert

0

wurde.

T i
(’”"01(”)) e (’rk”(”)) Ty, da die Zielfunktion von za nach z A, ansteigt.

S

i i
€k

T
€k

T
€k

0
iqr
(’”“D‘(”)) z2>0
za > 0, da e{ﬁ'sk*l =0 und e{x auf dem Weg von Z;_; nach za vergroflert wurde.

za < €z, da wir uns auf span((m"ﬁ‘("’)), 7k(v)) in Richtung (e ) bewegen, und

x optimiert werden soll. — eg'z > 0.

Wir erhalten also die folgenden notwendigen geometrischen Bedingungen fur die Entste-
hung von Pfad 2.

(4.3)

(Trk—ol(v)) Txa >0 (ﬂkﬁa(‘u)) Tz >0

erea>0 efz>0
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Pia (V)

Abb. 10

In Abbildung 10 werden diese Beziehungen in den Polarraum tibersetzt.

Fiir unsere weiteren Betrachtungen spielt der Schnittpunkt

o = span( (ﬂ-k_{;(v)) cex) NKH(mg(ar),...,mk(ax-1)) (4.4)

eine wichtige Rolle. Jetzt konnen wir den folgenden Satz formulieren.
Satz 7: Firm — oo gilt:

1
Em,n(‘sffc)fadiz) _<_ \TI : C3 . Em,n(sk)a

wobei C3 eine von m und n unabhéngige Konstante ist.

Beweis: Wir benutzen die gleichen Abkiirzungen wie im Beweis zu Satz 6. Zusatzlich
fithren wir ein:

ks :=KH(&,. .., &) ist Randsimplex A

KK(&1, ..y €k—1) N [KK(—€k, Tx—1(Eme1, —ex)) UKK(er, Te—1(Em+1, ex))] Nwg # 0 (-
ke := KH(&4q,. . .,&) ist Randsimplex A '

KK(&1, ..., €k—1) N [KK(—e, Tr—1(Emt1, —ex))] Nwi # 0

K7 1= :cgek >0 A mgﬁk_1(€m+1:ek) >0

kg 1= zTek >0 A zTﬁk_l(t_me,ek) >0
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0

h

' k
Em,n(SPfadz) =

m\ k
= = In A:-*-:Am}’\
_(k) 2 /wg /]Rk /mk <[ty v nfis )

Ty nws(@1ye ..y Gm, 0)dF¥(@y) ... dF*(am)dF*(9)

_%() //m -/I,{a(al,... )

T (@ e e ey, 0)dF*(@y) ... dF* (G, )dF*(9)

() 4], ot
(4.5)

L7 0y 50(@15 -+ s @y 0)dF (@1) ... dF* (@ )dF* () "=

Setze & :=span({y,...,Ek—1) N [KK(ek, Tk—1(Em+1, —€x), —€x)] Nwi,

ro(p) := KH(&,. .., &) ist Randsimplex A 6 € KK(&,...,€k—1) A 0 < arc(—ex,d) < p,
kio(p) := KH(&, ..., &) ist Randsimplex A & € KK(&;,...,6k—1) A ™ > arc(—ex, 7) > u,
k11(p) == KH(,. . .,&) ist Randsimplex A ¢ € KK(&1,...,6k—1) A 7™ > arc(za,d) > p.

Mit h bezeichnen wir den Abstand der Hyperebene durch die Punkte &;,.. ., & vom Ursprung.

)4 o ot

Iz ek>0(ala---samgl’)dFk dFk( )dFL( )

1
. . - —_ I w2 Amsﬁ
_2 (k) 2‘/“:: ‘/.mk /mk Ng(z)(als 1(3 U)

'Iarc(ra,&)Z%—arc(-—-ek,&)(al yrrey ams 'a)dFk(&]) dFk( )dFk(U)

1 [/m k/ / / I 74 s )
5 Y kol Z)Aarc(—eg,7)+arc(za,5)>Z A1y 0 oy Oy
2 k 2 w: R Rk (g)h ( k> )+ ( A )22 1 a v

(4.6)
dF¥(ay)...dF*(an)dF*(%) <

Fiir jedes ¢ € (0, %) gilt aber:

(4.6)1

m\ k y N . . .
5 (1) 3L, o o Famton gl DY) P4 a4

+ff / Lero()(@15- -y @m, 0)dF*(a1) . .. dF*(am)dF* ()]
+ RF k

% (m) / ./[Rk / Ly (3-9)(@1,- o, @m, 0)dF(a1) . .. dF* (am)dF*(9)
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+f/ / Leioco) @iy o By 0)dFF (1) . . . dF* (G )dF™(9)]
+ mk
1

m
<§ (k) ./ ./IRk ./[Rk Trs h<cos( __‘i")(al’ A, D)

dF*(ay).. dF*(am)dF" () (4.7)
1 m

SN AET N R

dF*(ay)...dF*(am)dF*(d) (4.8)

Wir betrachten zunachst das Integral (4.7). Fiir jedes feste § < 1 geht die Anzahl der
Randsimplizes mit k < cos(% — §) asymptotisch gegen 0. Deshalb verschwindet (4.7) im
asymptotischen Fall.

Nun wollen wir das Integral (4.8) weiter vereinfachen. Dazu modifizieren wir die Schnitt-
bedingung und erhalten:

( ) _/‘m_k f Nl?( ek!'fm-l—l (GI} am"’f_})

dF* 1) .- dF*(am)dF
mit

k12(pe, ¢) :=KH(&y, . .., &) ist Randsimplex A
KK(&1,- .- €k-1)N
KK([(cosq) - pt + (sin q) - #x—1(C, 1), a1 (Emetr, )]
Nwg # 0.

An dieser Stelle fithren wir die ersten 10 Teilschritte analog zum Beweis des Satzes 6 durch.
Wir benotigen hierzu die Groflen:

513(M) =MnN KK[(COSQ) ) €m+2 + (SiHQ) ) ﬁk—l(€m+] 1 Em+2): frk—l(‘gm+1 1 £m+2)]
Nwg -‘,'5 0
q(p,¢) i=(cosq) - p+ (sing) - Te—1(¢, 1)

Es gilt nun:

22



(4.7)

nitt-

rch.

1 [m\ %k -
§ . - 5 . ]R" Mz(—ek,fmh)(al’ "am’v)

dF"( m)dF"(

1)
E ) k/ f f (4 )
—9 2 (2) JIR* nlz(u£m+1) Alyennylm, ¥
m)

dF* (%)

K
al (m\ k ,. o
a 2 (k) 2 ]L;;, [d:(ﬁ -/[Rk fmk Ix12(6m+2'5m+1)(a1? vy Gm, U, L‘l)
Vs
@@l (m\ k ) T
T ey k) 2 /!Rk /]Rk Lk L+(&) I’iu(fm+2;5m+1}(ala---aamsva U)

dF* (i)

ak—1))

dF*(9)dF*(4)dF*(a,)... dF*(am)

(i)l (m\ k 2

— D) k) 2 _/[R_k /]Rje IRS(a'la sam)
/ sy T KK, 8, AFHE) AP @) ).

Wi wk 'I-l:

(v)1 k " A A _ A

= = Ips(@1y. ..y @m) - W(a1,...,a5—1) - f(span(ay,...,
2 2 mk Rk
dF"(& )...dF¥(a,,) mit
(M) ;:/ f+( )IKH(M)(&],.. y G,y D, 0)dF*(6)dF* (1)

Wi v w

vi) 1 k‘

e . 2 / Irs(an, ... am) - W(a,...,ax—1)dF*(a1). .. dF*(ay,)-
2 \k) 2 Jp+
n(span(ay,...,ax—1))

(ms)l 1

=4 5 Em,n(S*) - fi(span(éy, ..., ak-1))

(vit1) k
= (  Em,n(S7) / f / IETQ($3,62)>0AETM 1(Ez=€3}<0(6 i)
W ‘*’k
dF*(8)dF* (9)dF* (&)

2

Insgesamt erhalten wir:

1

, 5
Emn(8pfeaz) < (5)2 + B n(S%) - 2

2 '

T
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¢ kann nun so grofi gewahlt werden, daf gilt:

m
2 < —=-Cy,

2n VE

wobei C3 eine von m und n unabhéangige Konstante ist.

(5

Dadurch erreichen wir:

Em,n('g?)fadz) S i 03 : Em,n(Sk), fiir m — oo

S
o

Fiir den asymptotischen Fall erhalten wir das folgende Gesamtergebnis.

Theorem 1: Fiir m — oo gilt:

Die erwartete Pivotschrittzahl von Pfad 1 und Pfad 2 in Stufe k ist hochstens

C, -m™T -/n-k-(1+ép(m,n)).

Die erwartete Pivotschrittzahl fiir den Gesamtalgorithmus betradgt hochstens

1

Cs - m™T - n? - (14 ép(m,n)),

wobei Cy und Cs von m und n unabhéngige Konstanten sind und §p(m,n) — oo fir
m — oo und festes n. ép(m,n) ist die Funktion aus Satz 4.

Beweis: Betrachten wir zuerst die Pivotschrittzahl s* in einer einzelnen Stufe k. Aus dem
Korollar zu Satz 6 und dem Satz 7 erhalten wir fiir den asymptotischen Fall:

Epnn(s*) = Emn(shaa) + Emn(5Pfaga) <
Cy T /A k- (1+Ep(m,n)) + Cs -m=T -/n - k- (1 +Ep(m,n)) =
Cy-maT - \/n-k-(1+4E&r(m,n))

Um die erwartete Pivotschrittzahl fiir den Gesamtalgorithmus zu erhalten, mussen wir die
Pivotschritte in den einzelnen Stufen k = 2,...,n addieren.

EC;C .M vnok-(1+épk(m,n)) <Cs .m7T on? (14 ép(m,n))
k=2

Dabei sei & x(m, n) eine Funktion, die sowohl von der Verteilung F als auch von der Stufe
k abhangt, und fiir die gilt épx(m,n) — oo (vel. Definition von ég(m,n)). 0
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5. Unterschranken fur den Gesamtalgorithmus

Am Beispiel der Gleichverteilung auf der Sphére zeigen wir, dafl Verteilungen existieren, de-
ren asymptotische Unterschranken gleich den eben gewonnenen generellen asymptotischen
Oberschranken sind. Damit ist es nicht moglich, universell, d.h. fiir alle rotationssymme-
trischen Verteilungen, die asymptotische Oberschranke zu verbessern.

In diesem Kapitel beweisen wir den folgenden Satz.

Satz 8: ay,...,6,,u,v € IR" seien auf der Sphare w, gleichverteilt, und m — oco. Die
erwartete Anzahl der Randsimplizes, die in den einzelnen Stufen des Gesamtalgorithmus
von der jeweiligen zweidimensionalen Ebene span(m(v), mr(ex)), k = 2,...,n geschnitten
werden, ist mindestens

1
Ce - m™T . nd.

Cs ist eine von m und n unabhangige Konstante.

Wir berechnen zunachst die erwartete Anzahl der geschnittenen Randsimplizes in einer
Stufe k, k € {2,...,n}. Der Spezialfall k£ = n ist bereits in Borgwardt [1] behandelt. Hier
liegt die Gleichverteilung auf der Spare vor. Wie in den Beweisen zu den Satzen 2 und
4, missen wir fiir die Stufen k = 2,...,n — 1 wieder die projizierten Verteilungen der
Gleichverteilung auf der Sphére betrachten. Dabei ist zu anzumerken, daf sich fir kleiner
werdende k die Dichte immer mehr um den Ursprung konzentriert.

Satz 9: ay,...,am,u,v € IR" seien auf der Sphire w, gleichverteilt und m — ooc.
Epn.n(S*) ist mindestens

Cp -t B2,
C7 ist von m und n unabhangig.

. k
Beweis zu Satz 9: Wir betrachten den Quotienten gm—”g%% Dabei istEm,n(Zk) die

erwartete Anzahl von Randsimplizes der Stufe k, die vom Strahl IRTv geschnitten werden.
Im asymptotischen Fall und unter unserem Verteilungsmodell strebt diese Grofle gegen 1
(vgl. Borgwardt[1], S. 197). Deshalb spiegelt obiger Quotient die erwartete Anzahl der
geschnittenen Randsimplizes in Stufe k wieder.

Zunachst sind einige Definitionen notig.

Mit f bezeichnen wir die Dichte der Gleichverteilung auf der Sphére w,, mit f* die Dichte,
die daraus in Stufe k, also durch Projektion auf den IR*, im Gesamtalgorithmus (2.2)
entsteht. Ax_z ist das n — 2-dimensionale Lebesgue-Ma8.

Die Vektoren ¢; erhalt man aus den Inputvektoren a; durch zweifache Rotation. Zunachst
werden ay, ..., a, auf by,...,b,, transformiert, so dafl

Y =h,... b" = h.
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Danach werden die b1, ...,bm zucy,...,bm, so daB

Weiter definieren wir:

& =(c},...,cHT
& :(c,l-,...,cfvl)T
&= (c},...,{:fP2 +

)\k{KK(El, i s Gl T Q. }
Ak(S2k)

Ak—1 {KK(E;[, T Qk}
Ak—1(Dk-1)

V(é],...,ék):

Wi(és,...,e=1)=

Dabei sei ), die Einheitskugel im IR*.

G(h) bezeichnet die Wahrscheinlichkeit, daB die erste Komponente eines Vektors ¢; unse-
rer Verteilung hochstens h ist. gx(h) ist die Ableitung von Gi(h) nach h. Man kann leicht
zeigen, daB Gi(h) = Gn(h) und gk(h) = gn(h) fir alle k € {2,...,n} gilt.

Wir erhalten die folgende Formel (vgl. Borgwardt [1], S. 209):

B 5% _
Eun(Z%)

fol Gk(h')m_k fm_k-l 0 s |“;I - Ci-c_l I fmk—z T fmk—-? Ak—?(KH(E"I} SR ak—l))z .
_[01 Gk(h)m_k fmk—l 0 e |9 - C:_l | fmk—z Sttt f[R_k—z /\k—-2(KH(é‘la R IR ék—-l))2

WilEy; oo 8k )P (8 ) e fk(ék—l)figl s ex—1d0f* (2 )derdh (5.1)
V(6155 »y6e)F*(C1) v F¥(Ce—1)dé; .  éx_1d0f*(ex)dérdh

Fiir geniigend grofies h (h — 1 fur m — 00) gelten folgende Beziehungen ( vgl. Borgwardt
[1], S. 210):

) ho 10—k Me—a(KH(G, - .-, Ek-1))
V(éy,...,é,)=—" kE__ . D (1 h
(Cl_ ﬂck) ;(' k—“]_ )\L(Qk) ( —i—’Y( ))
A .. b Nea(KH(G,. ., &)
W(Cl-s---ack—l)_ E—1 /\k—l(ﬂk—-l) ’

mit ~(k), n(h) — 0 fiix b — 1.

(1+n(h))
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Auflerdem gilt:

VI—h?
/ / 19_c§—1|/ ] Az (KH(r, .- ., 861 ))%-
mkEk-1 0 RkE—-2 RkE-2
W(e1,...,ex—1)f*(é1) ... fF¥(éx—1)dé, ... ek_1d0f*(&)dé >

VI—h?
/ / 711 [ f M2 (KH(éy, ..., 1))?
mkrk-1 Jo RkE-2 Rk-2
W(e, ..., eee1)f¥ (&) ... f¥(ér—1)dé ... ex—1d0f*(ex)déx

Damit erhalten wir:

Emn(S%) _ o B (@)
—%
Em,n(zk) - )‘k—l(Qk—l)

Jo {gemr ek 1 (@r)der} Gi(i)™
= Vi-h? -
[ Gr(h)m* [y [V 10— k12

se-
cht
f[] =2 fmk—z TR fmk—2 )‘k—Z(KH(Ela #5 ék—l))S )
Jmi-2 Jmr-2 Me—2(KH(é1, .. -, 85-1))°
P8 P (B )arE_1 .. Ck_1d6dh (5.2)
FRE) ... fR(ex1)dés ... Ex_1dOfF(e)d e dh
Wir niitzen aus:
o e B 2Xn—3(wWn—2) -
k—1 k 3 n—2
c cr)dey = cg(h)-7/1— h?
fmk_l e 1 (Ex)dex = =gt s ()
Aulerdem machen wir im Zahler und Nenner die zweite Koordinatentransformation riick-
gangig, so da} wir wieder die b-Vektoren bekommen.
62k M) Dhuca(wng)
rdt /\k—l(Qk—l) (T-’» = 2)/\n—2(wn—l)

Jo Gr(h)™*VI=h2 - g(h) Jges -~ Jpaos Me—2(KH(By, - b))
Jo Gr(h)ym=F [ oo fouoi(k = 1)2 - Moy (KH(by, .. ., by))?

=]

f’“(él)...f"(l}k__l)dg_l Lbadh  s3)
FE(by) .. f¥(br—1)dby ... bx—y f* (b )dbydh
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Fiir den Nenner benutzen wir (vgl. Borgwardt [1], S. 137):

J Bl b} bf—l i
~ ” + )

)\k—l(KH(bl,--.,bk)) = -(|_ke_—]_)'| mit B = ; .
b}c bi—l 1

Fiir den Zihler beriicksichtigen wir, da8 gilt (vgl. Borgwardt [1], S. 210):

h /\k—z(KH(E’l,---,Bk—l))
k—1 Ae—1(k=1)
mit n(h) — 0 fir b — 1

Wiby,... bk_1) = (14 n(h))

Daraus folgt:
2)\71—3(‘1’-’:@—-2) ' Ak_l(Qk_1 ) )
(n —2)An—2(wn-1)
ful Gr(h)™ % ./1T—h? - g(h) - Aa(h)dh
S Gr(h)ym=* - Ay(h)dh

Byl S")
Bl Z)

—>(kD? - Ae(Q) -

wit  Aq(h) :=[ f (det BP £ (by ) ... F¥(Br) f2(bi)dby . .. dby
mk—-l mk—l
und Ay (h) :=/ / [W(by,... bk f¥(br) ... f¥(bky)dby ... dbx—s
mk—l mk—l
Wir definieren eine weitere Grofle.
g2,k(h) := gi(h) - E((z")*[* = h)

Auch hier haben wir die Beziehung g; x(k) = go2,n(h). Falls go x(h) fir alle h € (0, o0)
existiert, gilt im asymptotischen Fall (vgl. Borgwardt[1], S. 194):

Ay(h) = k! g2 (R)* - gi(h)

. 1 -9 g’z,k(h)
M) = sy e e (G0 + - D)

Unter Benutzung dieses Ergebnisses erhalten wir:

Em,n(sk) > 2:k- )‘k(‘Qk) ” )‘n-—S(wn—ZZ) )
Em,n(zk) N (R [ 2) : )‘k—i(Qk—l) : )‘n—?(wn—l)

fgl Gk(h')m—k VI —RZ - gi(h)? . gax(R)k2 (g_;ﬁ% + (k- 1)) Jh
T Gr(R)m=* - go k(R)E~1 - gx(h)dh

(5.4)
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Setze

&(h) = 1 — Gx(h).

Man kann nun zeigen, daf es eine Funktion a : [0,1] — IR gibt mit a(h) — 0 fir A — 1,
so daB g3 x(h) = ®(h) - (1 + a(h)) (vgl. Borgwardt[1], S. 198).

Wir betrachten zunachst das Integral
1
[ Grm* a1 - gu()i.
0

Nach Substitution von 1 —G(h) und g, x(h) durch ®(h) wird daraus

/1(1 —®(h)™ . B(R)1dB(R).

Dieses Integral besitzt den Wert
1

k(%)

Das Zahlerintegral von (5.4) schreiben wir als Summe

1
fo Gr(R)™ % - \/T— k% - gi(h) - ga.x(h)* ' dh+ (5.5)
1
(k—1) /ﬂ Gr(R)™ % - /1= h2 - gy(h)? - ga.x(h)*~2dh. (5.6)

Fiir die Gleichverteilung auf der Sphare ist bekannt (vgl. Borgwardt[1], S. 211):

Gr(h) = Gn(h)=1— AT:(:TS) : /;(1 —o2)(n=3/2g, (5.7)
aulh) = gu(h) = FEeat) gy (58)
go.k(h) = gan(h) = —ann1) (3 g2y (5.9)

O —1Ns—sloza]

Wir setzen nun (5.9) in (5.5) ein, filhren dann eine Substitution mit @ durch, und erhalten
als untere Schranke fiir (5.5)

- (n—2)/(n—-1)
[(n ~1)- An_l(wn)rf‘“fl)_ (ﬁ) (5.10)
An—2(Wn—1) (k+1)- (571) '
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Fiir (5.6) benotigen wir (5.8) und (5.9), substituieren wiederum in obiger Weise, und
crhalten schlieflich als untere Schranke fiir (5.6)

An—?(wn—l)]lﬂn_l)- (%)U(R—I)_ (5.11)

(k—1) - (r— 1) Nin=2, [ = )
n— (L k

(5.10) und (5.11) in (5.4) eingesetzt liefert

Em,ﬂ(sk) n— 2
m—iz C"{'mlfl( 1)'k.

Jetzt ist es einfach, Satz 8 zu beweisen.

Beweis zu Satz 8: Wir summieren nur iiber die Stufen k = 2,...,n des Gesamtalgorith-
mus.

T "
ch =) (5. @y ot/ Z k2>

k=2 k=2

Cls 4 ml;’(n—l) ) fn p’2d# > [ .?nlf(n-—l) . 'ﬂ,3
1

0

Theorem 2: di,-..,@m,v seien auf der Sphare wy, des IR™ gleichverteilt. Dann betragt
der durchschnittliche Gesamtaufwand im asymptotischen Fall mindestens

CS - m]fr(n'_l) A n%

Pivotschritte.

Beweis: Wir argumentieren wieder mit den Pfaden 1 und 2. Aus Satz 6 und Lemma 5
ist bekannt, daf man im Pfad 1 einer jeden Stufe den Faktor Vk einsparen kann. Aus
dem Beweis zu Satz 7 folgt, daff der Pfad 2 asymptotisch verschwindet. Wie in Satz 8
summieren wir wieder iiber alle Stufen k = 2,...,n anter Verwendung des Ergebnisses
von Satz 9 und erhalten das gewiinschte Resultat.

6. Schlufibemerkung

Im asymptotischen Fall haben wir nun gezeigt, dafl die Oberschranken fiir die Pivotschritt-
zahl global nicht mehr verbesserungsfahig sind. Als nachstes Ziel konnte man sich stecken,
fitr einzelne Klassen von Verteilungen bessere Abschatzungen zu berechnen, und dadurch
eine Klassifikation von Verteilungen vorzunehmen.

Ganz offen gelassen wurde der moderate Fall, d.h. das Verbessern der Ober- und Unter-
schranken, falls sich die Anzahl der Restriktionen in einer kleineren Gréfienordnung bewegt.
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Dies diirfte noch wesentlich schwieriger werden als im asymptotischen Fall, da die Unter-
suchungen fiir alle Dimensionspaare (m,n) und alle rotationssymmetrischen Verteilungen
durchgefithrt werden miissen.
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